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PROLOGO

“La matemdtica aplicada necesita de la matemdtica pura
tanto como los hormigueros necesitan de las hormigas”.

Paul Halmos

“Matemadtica V - Notas de Clases” ha sido elaborada como soporte didactico para el cursado anual de

matematica (de dos horas catedras semanales) para estudiantes de quinto afo de Escuelas Técnicas.

Tanto el desarrollo de los contenidos y las secuencias de actividades que se exponen tienden a posibilitar
la construccion de un aprendizaje significativo en contexto, ya que se plantean actividades para la

especialidad correspondiente del futuro técnico.
El libro se presenta para tres especialidades: Construcciones, Quimica y Mecdnico Eléctrica.

Las situaciones planteadas en los inicios de cada capitulo estan pensadas para trabajarse de manera

heuristica en el aula.

Si bien los conceptos, principalmente de analisis matematico, encierran en si mismos un gran nivel de
abstraccion, en el texto se los pretende desarrollar de manera intuitiva sin perder la formalidad en la

notacion, definiéndolos y brindando las propiedades mas relevantes.

Aspiramos a que el docente que use estas notas en sus aulas, haga las observaciones que crea conveniente

a sus alumnos, adapte actividades a la realidad de su propia practica, que critique y analice.

Asi mismo anhelamos que estos tipos de textos sirvan para lograr el equilibrio esperado entre la formacidn

matemadtica y sus aplicaciones.

Las autoras.
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OPTIMIZACION DE UNA FUNCION

Los entendidos en compra y venta de automéviles usados hamacan a los coches, dan puntapiés
a sus ruedas y los miran desde lejos. Dicen que con solo esas breves operaciones saben si el
vehiculo choc6 o no, y en qué estado mecénico se encuentra. Cada uno tiene sus trucos
favoritos: los médicos nos hacen decir ahhh y sacar la lengua, los vendedores de melones por
atras los aprietan para saber si estan maduros y a los caballos se les mira los dientes. ¢Qué

hace un matematico?, deriva una y otra vez una funcion.

SITUACION

Un deposito de combustible de cierta maquina tiene la forma mostrada en la siguiente figura:

Se desea determinar la longitud del radio que hace minima el area superficial del depdsito que
puede contener un volumen fijo Vo. Podemos determinar la funcién que da el area del tanque en

relacion a las variables r y h:

Ahora lo que necesitamos es encontrar el o los valores de r que hacen minima a A(r).

La tarea de localizar maximos y minimos de una funcion, recibe el nombre de optimizacion. En
algun valor del dominio, una funcién, puede presentar en particular un valor maximo o

Optimizacién de una funcion 7
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un valor minimo. Estos se localizan en los niumeros criticos de la funcion y se relacionan con

los intervalos de crecimiento o decrecimiento y concavidad de la misma.

Y« Dada una funcion f, los nimeros ¢ del dominio de f para los cuales f "(c)=0 o f "(c) no

existe se denominan nimeros criticos de f.

Analicemos algunos ejemplos:

1) Sea f (x) = sen(x) con dominio [-7, 7],

Es una funcién creciente en...................... , decreciente en.............ccocein.. , cOncava hacia

arriba en (—,0)y céncava hacia abajo en (0,7). Su funcién derivada es: f"(x)= cos(x) con

dominio (—7;7)

Optimizacién de una funcion 8
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Los nimeros criticos de la funcién son: =7, 7 ,......c..ccvvevin.. ..

Dada una funcion f(x):

Y si f'(x)>0 en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x) es creciente en dicho
intervalo.

Y sif(x)<0 en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x) es decreciente en dicho
intervalo.

Y si f'(x)=0 en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x) es constante en dicho
intervalo.

Y si f7(x) > 0 en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x) es concava hacia
arriba en dicho intervalo.

Y si f7(X) < 0 en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x) es céncava hacia

abajo en dicho intervalo.

2)Seag:R— R/g(x) =x° 7

Observando la gréafica completa:

i

Optimizacién de una funcion 9
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El ndmero critico de la funcidon es............cccvvveve.. .. Es creciente en todo su dominio. Céncava

¥ Un punto (c,f(c)) es punto de inflexidn siy solo si en un entorno de c la funcién cambia
la concavidad a la izquierda y a la derecha de c.

La funcion del ejemplo 1, tiene un punto de inflexion en

0 0 U= y la

funcibn del ejemplo 2, tiene un punto de inflexion en

porque

x-2|  x<3
3)Seah:R—> R/h(x) =
1 X>3
¥ a
3 -
\
1
a 1 2 3 -
v
Analizando la gréafica completa:
Es una funcidon creciente en ... , decreciente en................ y constante
eN.iiiiiiie, Los numeros criticos son ..... Yo

Contesta: ¢ se puede determinar la concavidad en (- o0;3) ?

Optimizacién de una funcion 10
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Observa, en los ejemplos 1y 2, los graficos de las funciones y de sus derivadas primera y

segunda:

Puedes verificar el siguiente criterio:

Criterio de la derivada sequnda:

Si una funcién f(x), derivable en un valor ¢ de su dominio, cumple que:

¢ f(c)=0y f"(c)>0 entonces f(c) es un minimo absoluto o relativo de f(x).

Y f(c)=0y f"(c)<0 entonces f(c) es un maximo absoluto o relativo de f(x).

Retomando lo anterior, la funcidon del item 1) presenta un maximo absoluto en ............ y un

minimo absolutoen ............... e (o U= PPN

Aclaracion: A través de los graficos has comprobado las propiedades mencionadas arriba, ten

en cuenta que cada una de las propiedades anteriores tiene su correspondiente demostracion.

Optimizacién de una funcion 11
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EN SINTESIS:

para

- para
() T

} e !
i

A

1
entonces entonces entonces entonces

/

(o)
/

=g

luego luego

i i

Optimizacién de una funcion 12
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PROBLEMA RESUELTO

Ahora, retomando la situacién inicial, determinemos el valor de r que hace minima a A(r).
4 2 -1 P +

Recordemos que A(r)=—7z-r"+2-V,-r— cuyo dominio es R
3

Teniendo en cuenta los pasos del cuadro anterior, debemos determinar aquellos valores donde
A'(r) sea igual a cero o no exista.

Aplicando las reglas de derivacion obtenemos lo siguiente:
. 8 -
A(r) =§7Z'-r—2~VO~I’

A'(r) existe en todo el dominio de A(r), por lo que los nimeros criticos sélo seran aquellos en
donde A(r)=0, luego:

O:§7r~r—2-vo-r‘2
3

8 2-V,
_7z'r= 7
3 r
r3:3-V0
A
Fs 3-V,

A
, . , L ., 3-V,

El Gnico nimero critico de la funcién es 3 2 .
s

A continuacion, es necesario que apliguemos el criterio de la segunda derivada para determinar
si éste minimiza A(r). Mediante el uso de las reglas de derivacion:

. 8
A (r)=§n+4-V0-r‘3

reemplazando el nUmero critico en A (r)obtenemos:

33'V0 _8 + 4"V0 _8 +16T[—8
ar | 3" 33,‘,03_3” 3"
4

. . 3V,
Como A’<3 ﬂ) =0y A”<3/m> > 0 entonces A(3 : Jes un minimo de la funcién, por lo
41 s 472-

- - L 3-V,
tanto la superficie del depdsito sera minima para =3 Pt
Vd

Optimizacién de una funcion 13
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ACTIVIDADES

Aclaracion: En las actividades propuestas de todos los capitulos, cuando se dé la ley de una funcién y no

se especifique el domino y codominio, se considerard el mds amplio.

1) Para cada una de las funciones de los ejemplos anteriores, comprueba analiticamente las
propiedades enunciadas.

2) Determina los valores maximos y minimos relativos de:

a) f:R>R/f(x)=¢"-(3x*-6).

b) g R>R/g(x)= 2X° —4x* +2x+12
c) Con respecto a a) y b), responde: ¢puedes determinar si los maximos y minimos
obtenidos son absolutos?
3) Un coche de competicion se desplaza a una velocidad que, entre las 0 y las 2 horas, viene
dada por la funcion v(t) = (2-t) e'. donde t es el tiempo medido en horas y v es la velocidad

en cientos de kilbmetros por hora. Halla en qué momento del intervalo [0, 2] ;

a) circula a la velocidad maxima y determina dicha velocidad.

b) la velocidad disminuye.

4) Aserrado de Viga: La resistencia de una viga
de seccién rectangular es proporcional al
producto de su ancho a por el cuadrado de
su altura h. Calcula las dimensiones de la T "

. . . . 10
viga de maxima resistencia que puede l

4

aserrarse de un tronco de madera de forma

cilindrica de didmetro 10["].

5) Halla las dimensiones que hacen minimo el costo de un contenedor que tiene forma de

prisma recto de base rectangular sabiendo que su volumen ha de ser 9 [msj, su altura 1

Optimizacién de una funcion 14
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[m] y el costo de su construccién por metro cuadrado es de $500 para la base; $600 para
la tapa y $400 para cada pared lateral.

6) El piston de un motor a explosion de cierta maquina se mueve a una velocidad v[m/s] que
3
viene dada por v(t)= —% + 2t? — 17”, donde t es el tiempo medido en segundos.

a) Indica en gué instante la velocidad del piston es maxima.
b) Responde: ¢cual es la velocidad maxima?

¢) Determina en qué momentos la velocidad disminuye.

7) En un trabajo de investigacion sobre el rendimiento de cierta valvula de un motor de
automovil durante 24 horas de funcionamiento (t medido en horas), unos ingenieros han

comprobado que dicho rendimiento se comporta de acuerdo con la siguiente funcion:

30—1)-(t+10
A(e) = 0D

Contesta: ¢cuanto tiempo debe permanecer funcionando la valvula para conseguir su

maximo rendimiento?

8) El rendimiento de cierta pieza de fabrica en funcion del tiempo x afios de uso viene dado por

Responde:

la siguiente expresion: f(x) =8,5+ I 3x 5 -
_|_

a) ¢en qué momento se alcanza el rendimiento maximo?
b) por mucho que pase el tiempo, ¢puede llegar a ser el rendimiento inferior al que el

producto tenia cuando era nuevo?

9) Una locomotora que se desplaza a una velocidad v [km/ h] tiene un gasto de combustible g

3600
v

dado por la funcion: g(v) =v +

[$/km] Halla:

a) la velocidad para que el gasto sea minimo y determina dicho gasto.

b) el costo de un viaje de 1000[km], si se viaja siempre a la velocidad mas econémica.

Optimizacién de una funcion 15
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10) Justifica si son verdaderos o falsos los siguientes : A y = i(0)
enunciados:

a) Dada la gréfica de la corriente i(t) de un conductor, se

puede afirmar que en t = 1 la carga Q(t) tiene un valor -

méaximo. Recuerda: La corriente indica la rapidez con que \
]

A

varia la carga Q que atraviesa el conductor. (i(t) = Q’(t)). * o1 2 3
b) Sea f:R—>R/y=(2-X)-e*, en x = 1 la funcion tiene

un maximo.

c) Lafuncion f :R—{1} >R/ f(x) = % no tiene nimeros A

criticos.
d) Si una funcién tiene un nimero critico en x = a, entonces f'(a) = 0.

e) La funcion f(x) cuyas primera y segunda derivada se muestran en el gréfico, tiene
minimos relativos en x=-2 y x=5.

f’?

LX)

Optimizacién de una funcion 16
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11) Para cada una de las siguientes afirmaciones, encuentra las funciones que sirven de

contraejemplo.

a) Siuna funcion tiene un méaximo en x = 2 entonces f'(2) =0.
b) Si una funcién tiene un punto de inflexién en x = 0 entonces f'(0) = 0.

¢) Siuna funcion es creciente en todo su dominio entonces f'(x) > 0.

12) Una pieza mecanica (cuya parte superior es £y
X L. e
modelada por Yy=3-—) se desea = fnr) g
12 h\‘""\-\___\_\:! -3 oy
reemplazar por otra con forma de triangulo, h .
como muestra la imagen. Calcula las -

dimensiones de la pieza triangular para que

ocupe la mayor superficie posible.

Optimizacién de una funcion 17
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DERIVACION DE UNA FUNCION COMPUESTA

Uno de los pilares en la formacién técnica es el de promover y desarrollar la cultura del trabajo y
la produccion para el desarrollo sustentable. Entendiendo el mismo, como aquel que persigue el
desarrollo econémico y social para hacer frente a las necesidades del presente sin poner en
peligro la capacidad de las futuras generaciones, para satisfacer sus propias necesidades. El
cuidado del medio ambiente, recursos no renovables como el agua, carbén y petréleo deben ser

tenidos en cuenta en el desarrollo tecnholdgico.

SITUACION

Los desechos de una fabrica son compactados para su posterior tratamiento, de tal manera que
adquieren una forma cubica. La arista del cubo inicialmente es de 3 metros y al transcurrir el
prensado disminuye a razén de 0,07 metros por minuto. ¢,Cudl sera el volumen del desecho al
cabo de 5 minutos de iniciado el proceso?

Sidenominamos V al volumen de desechos y x a la longitud de la arista del cubo, se puede definir

lafuncion: V(X) = ..o

gue relaciona el volumen en funcién de la longitud de la arista. Pero ésta va variando en relacion

al tiempo, por lo que se puede definir:

Luego para poder determinar el volumen en cualquier instante podemos hacerlo a partir de:
CH)=VXM) =i

Vemos como x esta en funcién de t, V esta en funcién de x y por lo tanto se tiene una funcién C

gque depende de t.
El volumen del cubo de desecho, al cabo de 5 minutos de iniciado el proceso, es:
C(B)=V(x(5))=........... [m?3]

Observemos que el dominio de X(t) €S .......ccoeveveviiiiiiiinnnn.

Derivacion de una funcién compuesta 19



Escuela Industrial Superior Matematica V
Departamento de Matematica Esp. Mecanico-Eléctrica

El conjunto imagen de X(1) €S.....cccviiiiiiiiiii
El dominiode V(X) es..........ccooiviiiinnnnnn. que incluye al conjunto imagen de...........

v« Dadas dos funciones f y g, tales que el conjunto imagen de g esté incluido en el
dominio de f, se llama funcion compuesta h a aquella que haga corresponder a cada
elemento del dominio de g una Unica imagen en el conjunto de llegada (codominio)

de f, mediante la relacion:
h (x) = f(g (x)

Si nos interesa ademas saber cuan rapido disminuye el volumen de los desechos en funcién del

. dC
tiempo, debemos calcular E
Razonemos de la siguiente manera:

Tomando V(x) calculemos ((:Ij_V e
X

Tomando x(t), d_x T e ettt
dt

Tomando ((t), d—C e et
dt

Observa que d—C:d—V%
dt  dx dt

¥ La técnica empleada para derivar funciones compuestas se denomina Regla de la
Cadena. Si g es diferenciable en (a; b) y f es diferenciable en (g(a);g(b)), entonces la
funcién compuesta h(x) = f(g(x)) es diferenciable en (a; b) , y su derivada se denota por:

dh df dg

h()=f(9x))=f(@)-9(x) o0 o dg dx

Derivacion de una funcién compuesta 20



Escuela Industrial Superior Matematica V
Departamento de Matematica Esp. Mecanico-Eléctrica

EJEMPLOS

a) f(x) =sen(4x) = f(x) = cos(4x). 4 = 4cos(4x)

b) I(t) = 4™ = % = 4" .\w=4we™

1 dm 1/ 2 -3 20+6 g+3
c) m(Q)=——=——==>—=--(9"+6q) 2.(29+6) =~ —
Ja* +6q dg 2( ) 2 (q2+6q)3 (q2+6q)3

PROBLEMA RESUELTO

Dos barcos salen al mismo tiempo; uno de un muelle, con direccién sur y con velocidad de 15
[km/h]; el otro parte hacia el muelle desde un punto que se encuentra a 20 [km] al oeste, a 10
[km/h]. Determina el momento en que se encuentran mas proximos estos dos navios.

Solucioén:

Los datos del problema se pueden representar en un esquema como el siguiente:

Muglle 20-10t, &

15t,

@ dit,)

Planteado de esta manera se debe averiguar para qué valor de t la distancia d entre los barcos

es minima o dicho de otra manera qué valor de t minimiza la funcion distancia.

Utilizando el teorema de Pitdgoras, la funcién a minimizar viene dada por:

d(t) = |/(15t)° +(20-10t)" = (325¢* — 400t +4oo)% con Domd: R,

Derivacion de una funcién compuesta 21



Escuela Industrial Superior Matematica V
Departamento de Matematica Esp. Mecanico-Eléctrica

Siguiendo los pasos del proceso de optimizacién de funciones, debemos calcular los nimeros

criticos y para poder hacerlo hallamos d’(t).
1 1
d'®)=7 (325t — 400t + 400) 2 - (650t — 400)

Como d(t) tiene dominio [0;~), d"(t) no existira en t =0, ademas d’(t) =0 cuando:

8

(650t - 400) = 0=(650t —400) =t = 5

0:

1

2. (325t — 400t + 400)

., , . 8
Por lo tanto, la funcion presenta niumeros criticosent=0y t = E .

Para poder saber si en el valor t = T la distancia es minima debemos aplicar el criterio de la
segunda derivada.

3 1
d"(t) = —% (325t — 400t + 400) 2 - (650t — 400)” + 325 - (325> — 400t + 400) 2

. ’ el ”n 8
Evaluando la misma en el niimero critico obtenemos d (E) =~19,5.

Como d’ 8 =0yd” 8 > O entonces d 8 es un minimo de la funcion.
13 13 13

Ahora debemos analizar d(0), d(0) = 20[km] que por el contexto del problema podemos ver que

no sera la menor distancia, pese a ello aritméticamente se puede ver que

d(0) > d(%)

Derivacion de una funcién compuesta 22
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. . . . 8
Por lo tanto, concluimos que la menor distancia entre los navios se produce luego de las E[h]

de la salida.
ACTIVIDADES
. dy
1) Determina en cada caso v
X

a)y:(6x—5)2 b)y:\/% c)y=+x*—1 d)y:(%Xj

e)y = 4cos(wWx) + X f)y=(5x—2)3/2 g)y=x(5x—2)3/2

h)y = In(x* +1)

2) Se carga con vapor de agua un cilindro con un émbolo de radio 3 [cm], de modo que la altura
aumenta con el tiempo segun la relacion h = 3t? y el radio se mantiene constante. Calcula la
variacion instantanea del volumen a los 10 segundos, si la temperatura y la presion

permanecen constante.

3) Una bebida se saca de la heladera a una temperatura de 8 [°C] y se deja en una habitacion
en la que la temperatura es de 22 [°C]. Segun la ley de enfriamiento de Newton la
temperatura T de la bebida variara en el tiempo de acuerdo con la expresion:

T({)=25-Aek! con A, k constantes y t medido en minutos.
a) Sabiendo que al cabo de 20 minutos la temperatura de la bebida es de 15 [°C], calcula
el valor de las constantes Ay k.

b) Encuentra la funcion que describe con qué rapidez se calienta la bebida.

Derivacion de una funcién compuesta 23
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4) Una cooperativa que distribuye energia domiciliaria ha realizado mediciones de la potencia
requerida por sus consumidores a distintos horarios del dia. Determiné asi que la potencia

se puede modelizar a través de la siguiente funcion:
T T T
P(t) = —42.sen(—.t) —7cos(—.t)+70 dondet [h|, P [MW |, —|rad /h
® (5 (59 [h]. P [Mw]. F] ]

Determina el primer momento del dia en que se requiere la minima potencia.

5) La carga eléctrica Q que atraviesa la seccién de un conductor esta dada por la expresion

&%.
QM) = —Ecos( @1) < ¢ Siendo A y » constantes positivas.

a) Determina la !/ /' intensidad de la corriente I(t). Recuerda que
la intensidad de la corriente indica la rapidez con que varia la carga Q que atraviesa el
conductor.

b) Durante las primeras seis horas, contesta: ¢en qué instante la intensidad es maxima?

Considera o=1.

6) Se conecta una resistencia R en serie con un

condensador C y una bateria E de resistencia S interna
despreciable. La carga del condensador viene E —— —ifs: dada
por:
WW
R

t
Q(t)=E.C(1—e F°)
a) Determina la intensidad de la corriente en funcién del tiempo.
b) Para el tiempo t = RC, si C = 1,5 [uF], R=2 [MQ] E =6 [V], determina la potencia

suministrada por la bateria ( P = EI)

7) Un generador de fuerza electromotriz constante E y resistencia interna r se conecta a una

resistencia de carga R. En esas condiciones la potencia P disipada por la resistencia R esta

- RE?
expresada por la relacion P = R’ Ryren[Q], P en [W]. Encuentra el valor de R para

+7)

gue la potencia sea méxima y determinala
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8)

9)

10)

11)

Dos puntos A y B estan en distintas margenes del rio, justo en el sitio donde el ancho del
mismo es de 3 [km]. El punto C esta en la misma margen que B, a 6 [km] a su derecha. Una
compainiia eléctrica desea tender un cable de A a C, sabiendo que el costo por kilbmetro es
25% mas caro bajo el agua que por tierra. Responde: ¢ a qué distancia debe encontrarse el
punto P (ubicado entre C y B) para que la linea sea lo menos costosa para la compafia?

Observacion: el punto P es el lugar donde comienza a realizarse el tendido por tierra.

Estudios realizados han permitido determinar que el nivel medio diario C de diéxido de
carbono CO; en el aire, en partes por millon [ppm], en una ciudad, esta relacionado con la
poblacion p expresada en miles de habitantes por la siguiente expresion:

2
C(p) =, B +17

2

El aumento de poblacion de esa ciudad en t afios se estima que esta dado por la relacion
siguiente: p(t) = 3,1 + 0,1t en miles de habitantes.
Responde: ¢.con qué rapidez estard variando la concentracion de CO; en esa ciudad dentro

de 3 afos?

El tanque de combustible de cierta motocicleta tiene forma de cono recto y esta ubicado
de forma vertical con el vértice del mismo hacia abajo. Se esta cargando de combustible
a una velocidad constante de 60,z [cm®min], y la altura que alcanza el combustible es
siempre 2/3 del radio. Contesta: ¢a qué velocidad esta cambiando el radio de la cantidad

de gasolina cuando la altura que alcanza el liquido es 5cm?

La distancia horizontal R (en el vacio) que recorre un proyectil, lanzado con velocidad inicial

Vo= 80 [m/s] desde una pieza de artilleria que tiene un angulo de elevaciéon @ respecto

6400-sen(26)

a la horizontal, se determina segin la formula R = (donde g = 9.81

[m/szJ) .Determina el angulo @ con el cual la distancia R es maxima.
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13)

14)

Vo

0 | R A b

12) La ecuacién de una onda transversal que viaja por una cuerda tensa esta dada por
y = 6sen(0,027zx + 4xt)

donde x es la distancia al extremo de la cuerda donde se comienza la perturbacion en cm, y
t es el tiempo en segundos a partir del inicio de la perturbacion. Si una particula se encuentra

a 2 [cm] del inicio de la cuerda, responde:

a) ¢cual es la onda maxima de propagacion que experimenta?

b) ¢a cuantos segundo de comenzada la perturbacién se da?

Un camién descarga arena formandose un monticulo que tiene la forma de cono recto

circular. La altura h va variando manteniéndose constantemente igual al radio r de la base.

Cuando la altura es de 2 [m], ella esta aumentando a razon de 25 [cm/min]. Contesta,

¢,con qué rapidez estd cambiando en ese instante el volumen V de arena?

La iluminacion de una lampara es directamente proporcional a su intensidad e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia a la lampara. Dos lamparas de intensidades | y 2I
estan separadas a una distancia de 6 metros. Determina en qué punto del segmento recto

gue las une es minima la iluminacion.

15) La velocidad de una onda de longitud L en aguas profundas es:
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donde k y C son constantes positivas conocidas. Responde: ¢,cudl es la longitud de la onda

gue da la minima velocidad?

16) El potencial V (en voltios) en un punto que esta a una distancia r de una carga puntual de Q
(en Culombios) esté expresada por:

kQ

V = — siendo K una constante, r medida en metros.
r

Sean Q; =5.101° [C] y Q2 =5 Q1, dos cargas puntuales positivas que distan entre si una

distancia d =5 [cm] con k= 9.109 [V.m/Cz]

a) Expresa el potencial V en un punto interior al segmento Q,Q, en funcion de la distancia

del punto a la carga Q1. (El potencial es la suma del producido por cada carga).
b) Determina a qué distancia de la carga Qi debe encontrarse para que el potencial sea

minimo.

17) Un meteorito esférico entra en la atmésfera de la tierra y se va fundiendo a una tasa

proporcional a su superficie. Demuestra que su radio disminuye a una tasa constante.
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DERIVACION EN FORMA IMPLICITA

La energia cinética (K) de un cuerpo es aquella energia que posee debido a su movimiento. Se
define como el trabajo necesario para acelerar un cuerpo de una masa determinada desde el
reposo hasta la velocidad indicada. Una vez conseguida esta energia durante la aceleracion, el
cuerpo mantiene su energia cinética salvo que cambie su velocidad. La energia cinética de una

masa puntual depende de su masa my su velocidad v, se expresa en Joules [J]= [kg-m?%/s?]:

SITUACION
Se necesita determinar la aceleraciébn que experimenta un cuerpo de masa 0,4 [kg], en el

momento en que su velocidad es 8 [m/s] y su potencia® es de7 [watt].

Como la velocidad en la ecuacién esta elevada al cuadrado, no podemos determinar v(K) a partir
de una Unica ecuacién para luego derivarla. La alternativa es derivar ambos miembros de la
ecuacion teniendo en cuenta que tanto v como K dependen de t. Este método se denomina
derivacion implicita, el mismo se puede aplicar siempre y cuando la funcion sea derivable en

todo su dominio.

aK v dv
o T R
Luego la aceleracion que experimenta el cuerpo en ese instante es de............... [m/s?]

1 La potencia es la derivada del trabajo respecto al tiempo. [] /S] = [Watt]
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EJEMPLO

Determina las ecuaciones de las rectas tangente a la
circunferencia. cuyo radio mide 4 unidades,

representada a la derecha, en x = -2.

La ecuacion de la circunferencia viene dada por:

La pendiente de la recta tangente a la circunferencia viene dada por:

2(x+1)+2(y—2)d—y= Oy x+l enx=2,y= +15+2
dx dx (2-vy)

Las ecuaciones correspondientes son:

m, :y=0,258x+6,39ym, :y=-0,258x - 2,39

%Veriﬁca graficamente con el software GeoGebra
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PROBLEMA RESUELTO 0

El grafico de la derecha muestra el desarrollo de una

serpentina de un sistema de calefaccién. Se desea

hacer una desviacion en el punto A, suponiendo que
la misma es tangencial. Considerando que la ecuacion

gue modeliza el codo a desviar es:

(x-3P+y*=4

(x—3)+y? =4 (1)
se necesita conocer la ecuacion de la recta que

contiene al tramo AB gue es tangente al codo en el

punto A.
Solucién:

Si se quiere despejar la variable y en la ecuacion (1), no podemos determinar una Unica

expresion para luego derivarla:

La alternativa es derivar ambos miembros de la ecuacién (1) teniendo en cuenta que la variable

y depende de la variable:

d d
&[(X—3)2+y2]:&[4]:>
d . d ., d

— (x— — =—1|4
dx(X 3) dxy dx I=
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Ahora bien, se sabe que la primera derivada evaluada en un punto es igual a la pendiente de la
recta tangente en dicho punto. En este caso se conoce la coordenada x=4 del punto A por lo que
reemplazando en la ecuacion (1) obtenemos:

(4—-3)2+y? =4 = y = +/3 ~ £1,73, entonces A= (4;-1,73) ya que el punto pertenece al cuarto

cuadrante.

d 3-4
Conociendo las coordenadas del punto A, se tiene: d—y = 173 ~ 0,58
X 4

Entonces la ecuacion de la recta que contiene al tramo AB gue es tangente al codo en el punto

A es:
y=0,58x+b
y(4)=-1,73=
y=0,58x-4,04
ACTIVIDADES

1) Seaf:R—> R/ f(x) = a+%x con aconstante yk #0.

a) Responde: ¢ qué tipo de funcion es? Determina su derivada.
b) Se dice que una funcién esta dada en forma implicita cuando esta expresada como g(x)
= 0. Escribe la funcién dada en forma implicita, determina su derivada y comprueba que

has obtenido lo mismo que en el inciso a).

2) Determina ﬂ siendo:

dx

a) xX°+y?2=2xy+3 b)xy—y—4x=5 C) xe¥ +y = 4

3) Prueba que las rectas tangentes a las curvas con ecuaciones:
4y*- x?y —x + 5y = 0 y xt—4y? +5x+y=0
son perpendiculares entre si, en el origen de coordenadas. Comprueba graficamente lo

obtenido con el software GeoGebra.
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4) El voltaje V [V] , laintensidad | [A] y la resistencia R [Q]de

un circuito eléctrico, como el que se muestra en la figura, se + l \ ‘ )
sl N S

Si V es constante e | decrece a razén de 1/3 [A/s]. Halla la |

relacionan mediante la ecuacion V=1 R V

razon a la cual R cambia cuando V=12 [V ] e I =2 [ A]. Responde: ¢ R aumenta o disminuye?

5) Sean dos resistencias R: y R2 conectadas en paralelo. La resistencia equivalente R cumple:
1 1 1
—=—+—.
R R R
SiR1y Rz aumentan arazén de 0,01y 0,02 [Q/s]. Respectivamente, calcula la razén de cambio
de R cuando R;= 30 [Q]y R2= 90 [Q].

6) La ley de Boyle para los gases perfectos establece que a temperatura constante P.V = K
donde P es la presion, V el volumen y K una constante. Si la presién esta dada por la
expresion: P(t) = 30 + 2t con P [cm de Hg], t en [s]; y el volumen inicial es de 60 [cm?],

determina la razén de cambio del volumen V con respecto al tiempo t a los 10 [s].

7) Si un objeto de masa m tiene velocidad v y energia cinética Ec entonces se cumple que:
1
E.-=mv’=0
2

Determina la variacién instantdnea de energia cinética que experimenta un cuerpo de 5 [kg],

en el momento en que su velocidad es 7 [m/s] y su aceleracion es 10 [m/s?].

8) Una mancha con forma de cilindro recto circular se ha formado al derramarse en el mar 100
[m?] de petréleo. Calcula con qué rapidez aumenta el radio de la mancha cuando ese radio es

de 50 [m], si el espesor disminuye a razén de 10 [cm/h] en el instante que el radio es 50 [m].

AN 7

/_

espesor
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9) Se vacia el agua de un tanque esférico de radio 10 pies. El nivel del
agua en el tanque es 5 pies y esta decreciendo a razén de 3 [ft/s].
Responde, ¢con qué razon disminuye el radio r de la superficie del

agua?
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DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Sea una funcion y = f(x) y su derivada f'(xX) con dominio en todos los valores de x donde
lim f(x+h)—f(x)

h—0

existe.

Si llamamos Ay = f (x+h)— f(x) y h = AXse tiene que:

f'(x)=%+g donde eeR A & >0 si AXxX—0

despejandoAy , Ay = f(X).AX—&.AX (expresion 1)

donde a la expresion f'(x) . AX se la denomina diferencial de la funcién f(x) y se la denota por dy.

De esta forma, Ay =dy—&.Ax donde £ -0 si AXx—>0

Sin perder generalidad observemos que AX= dx, ya que siy = f(x) = x, se tiene que
dy=f'(X)-Ax = dx=1-Ax, luego se puede definir:

¥¢ El diferencial de una funcién y = f(x) viene dado por la expresién

dy = f'(x).dx (expresion 2)

para todo x € D; y donde f'(x) existe.

Un poco de historia...

En el afio 1684, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) publico en la revista Acta Eruditorum "Un
nuevo método para los maximos y los minimos, asi como para las tangentes, que no se detiene
ante cantidades fraccionarias o irracionales, y es un singular género de calculo para estos

problemas". En este escrito utilizo la notacion dx para el diferencial.
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Geométricamente:

fa+ k)

Observacion: aplicando la  propiedad
uniforme se puede ver que la derivada de una
funcién (en una variable) es igual al cociente
entre diferenciales, y que coincide con la
notacion adoptada por Leibniz.

. dy
f'(x)=—7
() i

Esta notacion es especialmente util cuando
se trabaja con funciones multivariables ya
que indica en cada momento la variable de la
funcion que se considera independiente,
deiandn el resto de variahles como

Como una funcion de dos variables:
Teniendo en cuenta que dy = f'(x).dx, al diferencial de una funcién se lo puede interpretar como

una funcién que depende de x y de dx.

Dada la funcion y = sen(2x), el diferencial de la funcion viene dado por
dy = 2cos(2x). dx

paraXx =5 ydx=0,4 dy = ..ot

paraXx =1 ydx =10 dy = ..ciiiiiiiiiii e

Como aproximacion ala variacion exacta de la funcion.

Supongamos que se quiere estimar /102 . Para esto se puede utilizar el diferencial y aproximar

la variacion de la funcién a partir de un valor cuya raiz cuadrada sea conocida. Si ademas se
busca que el error de estimacion sea pequefio, se debe trabajar con un valor cercano a 102, en

este caso 100.
Observando la expresion 1, tomando y = f(x) = «& ,dx =2,y x=100 se tiene que

Ay = f'(x).dx+&.dx, luego 4y = f(x).dx, siendo &.dx el error de estimacion.
Se tiene que v102 —100 =~ % 10072, 2= 0,1

Con esto se puede aproximar 102 ~ /100 +0,1=10,1
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Si eny = f(x), dy se utiliza para aproximar Ay entonces el error absoluto de la aproximacion
viene dado por Ay-dy, si es positivo la aproximacion se dice por defecto y si es negativa la

aproximacion es por exceso.

Observacion: Al ser dx relativamente pequefio, el error de aproximacion lo es también, si se compara el
resultado arrojado por una calculadora este es aproximadamente de 0,0005.

§Respecto a la aproximacion anterior, representa en un mismo grafico con el software
GeoGebra:

a) dy
b) El error de aproximacion.

PROBLEMA RESUELTO

Una esfera de metal, de 10 [cm] de radio, se va a recubrir con una capa de plata de 0,02 [cm] de

espesor. Estima, utilizando el concepto de diferencial, cuanto variara el volumen de dicha esfera.

Solucién:

.- 7 .7 4
Como sabemos, la expresion de la ecuacion del volumen de una esferaes V(r) = §7z.r3

iV(r) :i(%nﬁj:

dr dr
v =471’ =
dr
dV =4z.r’dr

Si el radio es 10 [cm] y la variacion del radio es 0,02 [cm], entonces:

dV =47.1020,02 = dV =87 ~ 2513[cm?]
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ACTIVIDADES

1) Sea la funcion f(x) = In(2x) en x= % :

a) Si Ax=0,1 calcula la variacion exacta de la funcion ( Ay ) y la variacion aproximada (dy).

b) Responde las mismas consignas del item anterior, pero para AXx= 0,8. Extrae
conclusiones.
2) La corriente de una onda senoidal tiene un valor maximo de 58 [mA]y una frecuencia

expresada en 90[rad/s]. Su ley viene dada por i(t) = 58sen(90t). Estima, a través del uso de

diferenciales, cuanto varia la corriente i(t) cuando pasan 0,01 [s] del tiempo t; = ;—O[s]

3) Cuando se calienta un cubo de metal cada arista aumenta a razon de un 0,1% por grado de
aumento en la temperatura. Responde: ¢ cudnto aumenta su area cuando el cubo tiene 4[cm]

de arista, al aumenar un grado la temperatura? Y el volumen, ¢cuanto aumenta? Utiliza

diferenciales.
4) Laresistencia eléctrica R de un conductor (cable) es Muchas veces es importante
directamente proporcional a su longitud e determinar la magnitud de la

. . variacion de una funcién. Se
inversamente proporcional al cuadrado de su ) . .
define error relativo como:

didmetro. Suponiendo que la longitud es constante,
dy dy

determina el error relativo con que debe medirse el y y

didmetro para que el médulo del error relativo de la

resistencia sea menor a 0,03.

5) El tiempo de oscilacién de un péndulo viene dado por

t=x |—

g
Donde t se mide en segundos, g= 9,81 [m/s?] y | es la longitud del péndulo medida en metros.
Si un péndulo de 0,994 [m] oscila una vez por segundo, halla el cambio aproximado de t si el

péndulo se alarga 3 [mm] (utiliza diferenciales).
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6) Completa para que las oraciones resulten correctas:

a) y=2sen(a) + CoS(X?) = dy= ....coceeiiiieeiee e .ax

b) y=2sen(a) + cos(X?) = dy=...ccccceer cerniiieeieen da

) U= 2+ INBX)=> U | (g T ceereerrirrieiee e

dz
B) Z = L IN(D) o o o e
) ® gt

7) La Ley de Boyle para la expansion de un gas encerrado es PV = C, donde P es la presion
expresada como el numero de libras por unidad de area, V es el volumen del gas y C es

una constante. Demuestra que si la ley de Boyle se cumple entonces;
VdP + PdV =0

8) Calcula el trabajo realizado por el campo eléctrico para mover una particula cuya carga
eléctrica es de 10 [uC] desde el punto A hasta el punto B, sabiendo que el potencial eléctrico
en el punto A tiene 8 [V] y en el B es igual a 4 [V]. Utiliza diferenciales y recuerda que W =
q (V-Vi).

9) El calibre de un cilindro en una maguina de combustion interna es de 8,890[cm] y su

carrera de 12,7[cm]. Si el cilindro se recalibra hasta un diametro de 8,915 [cm]responde:

¢cudl es aproximadamente el aumento de la cilindrada del motor? (utiliza diferenciales).

10) La rapidez adquirida por un objeto que cae libremente una distancia de 100 [m] a partir del

reposo, esta dada por r =+/64,4h[m/s]. Calcula la variacion que sufrira r debido a un error

por exceso de 0.5 m al medir la altura, cuando ésta es de 50 [m] (Utiliza diferenciales).
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INTEGRAL INDEFINIDA

SITUACION

Al entrar en una curva a 30 [m/s], un conductor reduce su velocidad con una aceleracion de 4

[m/sz] ¢, Cudl serd su velocidad 3 segundos después de empezar a frenar? La funcion
velocidad desde que entra a la curva hasta que cambia su aceleracion viene dada
V)=l Luego V(3)=.......ccccu.... [m/s]

Observa que v'(t) = a(t) . ¢Cémo modificarias el enunciado para que haya otra expresion para
v(t) pero donde a(t) siga siendo igual?

% Completa:

1 [f(x) = —=f(x)=2
2- | g(m) =4m?° =g'(m) =

3- r(a) = =r'(a) =5a*

4- | m(d) = d_23 = m'(d) =

5- | a(x)=e* +x =a'(x) =

6 |f(h)= = f'(h) = sen(h) + cos(h)
7- 1 w(z) = =>w(z)=z"7

8 | qu=33u? ==

9- |w(z)= = W'(z) = me?

10- | p(n) = =p(n=53n’
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¢Son Unicas las respuestas dadas en la tabla? ¢ En cuales si 'y en cudles no? ¢Por qué? ¢A qué

conclusion puedes arribar?

% Primitiva de una funcion

Dada una funcién f(x), diremos que otra funcién F(x) es una primitiva de f(x) si y sélo si

se cumple que la derivada de F(x) es f(x).

En Simbolos: F(x) es una primitiva de f(x) < F"(x) = f(x).

Todas las primitivas de una funcion se diferencian en una constante.

Calculemos los diferenciales de las siguientes funciones, previa obtencién de sus derivadas:

\
w _10x=> d(-5x? +3) = ~10xdx
X
d(- 5xd+3/5) 10X = d (-5’ +3/5) = —10xd > d (=52 +¢) = ~10xdx
X
= 5’; ~2) _ ~10x = d (=5x? —\/2) = ~10xdx
X

Podemos observar que la expresion diferencial -10xdx se puede obtener a partir de infinitas

primitivas que solo difieren en una constante.

La expresion -5x%+c se llama integral indefinida de -10xdx y lo designamos de la siguiente

manera:

I—ledx =-5x*+c ,ce R
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INTERPRETACION GEOMETRICA

La integral indefinida representa una familia de

funciones.

El significado geométrico es un conjunto infinito de

curvas y cada una de ellas se obtiene por un 3 A 3 3

MLLE-
3 \”*‘;‘
1
]

desplazamiento vertical de las otras. b

% La Integral indefinida de una expresion diferencial dada es la funcion cuya diferencial

es la expresion dada.

En Simbolos: Sea F(x) una funcién tal que su derivada es f (x)

I f(x)dx =F(x)+c < d[F(x)+c]= f(x)dx
Observacion:

Ademas podemos decir que la integral indefinida de f (x).dx es el conjunto de las infinitas

primitivas F(x) +c.

De la definicién se deduce que:

“La diferenciacion y la integracion son operaciones inversas”

) d j f (x)dx = f (x)dx

N IdF(x):F(x)+c
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REFLEXIONA: ¢en qué casos es hecesaria la notacion de integral indefinida para determinar las

primitivas de una funcién y no basta con s6lo enunciar “determine las primitivas de...”

EJEMPLO

d _[ —10xdx = d (-5%* +¢) = —10xdx

jd (-5x* +3) = j—ledx =-5x"+c¢

v PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

La integral indefinida es un operador lineal, lo que se traduce en las dos propiedades

siguientes:
a) [[F()=g(0]dx= [ f(x)dx+ [ g(x)dx

b)ka (x)dx =k .[ f (x)dx, siendo k constante

EJEMPLOS

a) j[xz + sen(x)]dx :J.xzdx+'|'sen(x)dx = E x? +c1}r[—cos(x) +¢,]=

:%x3 —cos(x) +¢

b) j%dx =8j'%dx =8I x2dx :8(—%x2j+c = —%+c
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PROBLEMA RESUELTO

Una barra de longitud L tiene una densidad

que se modela a través de p(x) =9+ 2%

, siendo x la medida desde su extremo

izquierdo.

Hallar la expresion que determina la masa en funcion de x, sabiendo que la densidad de la barra
es la variacion instantanea de la masa con respecto a la longitud y que cuando x=9 [m] su masa

es igual a 40 [kg].
Solucioén:

Por ser la densidad la variacion instantanea de la masa con respecto a la longitud, significa que:

d_m: (X)=9+2Jx =
dx

dm:(9+2«/§)dx:>j dmzj (9+2\/§)dx

m= Igdx + j 2.x2dx

m=9x + Cl+%x3’2 +C, siC=C,+C,
m(x) :9x+§\/x_3+C
pero se sabe que cuando cuando x=9 [m] su masa es igual a 40 [kg], por lo tanto:
m(9) =40
40:9.9+g ®+C=C= —77[kg]

Luego la expresion, que determina para cada distancia x la masa de la barra, es:

m(X) =9x+ g \/x_3 -77
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ACTIVIDADES

1) Resuelve las siguientes integrales trabajando con la tabla de férmulas, cuando sea necesario:

a) J.(4x3 —3x* +2)dx = d) _[ 4sen(t)dt =

b) j (x* —2)?3x%dx = e) j (5" +w—a)dw =

1 1 1
C) I(erF]dx = f) j(cos(m) +;)dx =

2) Justifica si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.

a) La integral indefinida I—SXGdX es igual a la funcién —gx7

b) La familia de funciones, con dominio en reales, f(x)=2x°> + C se puede expresar como

la integral I6X2dx

1
c) Una primitiva de la funcién f(x) = —= es 2%

N

d) La unica funcion que cumple que dy =tt_2

dt esy= In(t)+%

3) Demuestra que la ecuacion del desplazamiento de un movimiento rectilineo uniformemente
acelerado es:
X(t) = L. at? +Vot +Xo

donde a es la aceleracion contante, vo es la velocidad inicial y xo es el desplazamiento inicial.

4) Un bidon de agua destilada de cinco litros tiene un orificio en el fondo. La variacién instantanea

de su volumen en funcion del tiempo esta dada por la ley: (0,002t —5) [cm3 / min] . Encuentra

la cantidad de agua que queda en el bidon transcurridas diez horas.
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5) El conductor de un auto que estaba transitando a 120 [km/ h] vio un accidente a 200 [m] de

él y aplicé al maximo sus frenos y logré detenerse justo antes de impactar. Determina la

desaceleracion constante que realizo.

6) Un tanque de base circular con radio 0,5 [m] y de altura 2[m] se encuentra completamente

lleno de agua. Si en la parte inferior se abre una abertura circular de 2 [cm] de radio para

1
gue el agua salga, se cumplira que: ﬁ

agua en [m] .Responde, ¢.en cuanto tiempo se vaciara el tanque?

dh= —0,007081847[S]dt, donde h es la altura del

7) La temperatura de una taza de café acabada de servir es de 200 [°F]. Un minuto después se

ha enfriado a 190 [°F] en un cuarto que esta a 70 [°F]. Segun la ley de enfriamiento de Newton,

la variacion de la temperatura T en funcién del tiempo viene dada por: % = 130. ln(

12) (12)t
13/°\13/ °

Determina el tiempo que debe pasar para que el café se encuentre a una temperatura de 150

[°F].

8) V [m?] expresa el volumen de agua de un tanque en cada instante t[h]. Al llenarse, la tasa de

variacion instantanea de V con respecto a t viene dada por la formula - (2t + 6t + 4).

Determina el volumen de agua en el tanque luego de las tres horas de iniciado el llenado,

sabiendo que inicialmente el tanque contenia 1.000 litros.

9) En el momento que el semaforo se pone en verde, un automovil inicia la marcha con

aceleracion constante de 2 [m / 32] . En ese mismo momento un camién que lleva velocidad

constante de 20 [m / S] le adelanta. Responde, ¢ a qué distancia alcanzara el automévil al

camion?

10) Siendo y la elastica en cada punto de la viga en voladizo, sometida a la carga aislada P

(representada en la figura). Determina la flecha maxima sabiendo que;

L

vy
{
- x
rif 4
v" Momento Flector M (x)= - PL + Px (ai
P

—_
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M
El

v" E e | constantes en toda la longitud de la viga.

v y'(0)=0yy(0)=0

11) Una viga en voladizo tiene 3 [m] de longitud y esta cargada con una fuerza P de 1200 [kg],
ubicada al final de la viga. Se trata de un perfil H 220, con un momento de inercia respecto
al eje neutro, de 8050 [cm?]. Determina la flecha maxima de la viga. Considerar E = 2,1x10°
[kg/cm?].

METODO DE INTEGRACION POR SUSTITUCION

Si necesitamos determinar Isen (2x—1)dx, no encontramos una regla de integracion que nos

permita calcularla inmediatamente por tratarse de la integral de una funcién compuesta.

Pero si logramos sustituir la expresion: 2x—1 por otra variable “z”, y calculamos sus respectivos

diferenciales, de modo que en el integrando sélo intervenga la nueva variable, la habriamos

transformado en una funciéon simple y estariamos en condiciones de aplicar la regla de

integracion correspondiente. Sea

z=2x-1

Diferenciando ambos miembros:
d(z)=d (2x-1)

1.dz=2dx

1.dz= dx
2

La integral planteada la resolvemos asi:
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1 1 1
sen(2x—1)dx= |senz.=dz= =|senzdz= =(—cosz)+c
Jsen (2x-Ddx= [senzZdz= ] > (~cos2)
Después de integrar, debemos expresar el conjunto de primitivas, en funciéon de la variable dada:

Isen (2x=1)dx = —%cos(2x—1)+c

“ En general: Dada la If (x)dx, debemos hallar una expresién Jg (z)dz que sea
equivalente a la primeray que se pueda calcular aplicando alguna regla conocida. Para

ello debemos obtener el dz en funcién de la sustitucion planteada.

EJEMPLO

dx

Hallar: J.m

Haciendo u=3+ 2x y du=2dx = %du=dx

J'd—x ., du :%JU_Zdu :lu‘l 1 _ 1

=1 | = —+C=__— =-—+¢C
(3+2x)? quz 2 -1 20 ¢ T 231 2x)
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ACTIVIDADES

1) Calcula las siguientes integrales aplicando el método de sustitucion:

a) [¥-2+5xdx f) [ (4x+1)°dx

o oo 0 12

c) jsenv cosvdv h) j(zn—3n2)3(1—3n)dn
d) jhdx ) [ 2L

o |2 ) [~

n 2
(1+ 222) 45—2x2
. —W2
2) Dada la funcion f(w) = BWe™"
a) Determina la funcion primitiva que pasa por el punto (0, 6).
b) Verifica lo hallado en a).

3) Determina la expresion Q(t) de la carga eléctrica que atraviesa la seccion de un conductor,

sabiendo que la corriente viene dada por:

I(t) =67[MA] .sen(30 [rad /5] 1)
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4) Se sabe gue y es la elastica en cada punto de la viga en voladizo, sometida a la carga p en

kilogramos por metro lineal, uniformemente repartida (representada en la figura). Determina

la flecha maxima sabiendo que;

Momento Flector M (x) = _g (L—x)?

y
, M(X r
sy =M 4
El Z
; z
v E e | constantes en toda la longitud de la
5 x ol L
[ L ~~1

viga.
v y'(0)=0yy(0)=0

5) Sea una viga en voladizo de seccién rectangular de 10 x 15 [cm]. La barra mide 2 [m] de
longitud y soporta una carga uniformemente repartida de 1000 [kg/m]. EI material es acero,

para el cual £ = 2,1x10° [kg/cm?] e | = 8050 [cm?].. Determina la flecha maxima.

Recuerda: No todas las funciones se podran integrar mediante este método, existen muchos
otros que no desarrollaremos en este curso. En esos casos puedes utilizar la tabla de integrales

gue se encuentra al final o algun software, por ejemplo, Microsoft Mathematics.
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INTEGRAL DEFINIDA
SITUACION

Se desea calcular el valor medio de una corriente de onda senoidal cuyo valor maximo es 5 [mA]
y su frecuencia es 1[rad /S] en el intervalo [0; ﬂ]

El valor medio de la corriente es el valor promedio de la misma en un periodo. Graficamente se
lo puede interpretar como:

S
Tit) ,fA‘\ : /,-‘\_\
_ 4 ,‘f \\ ‘;F \I
Area sombreada =1.T F i <
a“ \\ ; '\.
B . 'a‘ \i FI,' !\
Area sombreada T air \ J \
- , ! /
T \’ hl I'l "\ .
0 2 \ 4 6 /’ 8 V10 7
. . Voo
T = Periodo T f \
L
w |
) \\ /'
| If‘ l\..
\
\ |
4 \'\ ;f .
B v
N

“El area determinada por la funcion corriente y el eje de abscisas- desde el tiempo O hasta el

tiempo T- dividido T, es igual al valor promedio de la corriente o valor medio en ese periodo”.

El problema se reduce a poder determinar el area sombreada. Para ello analicemos un caso mas
simple:

Calcular el area determinada por la funcion Y =Senx en [O; 7r] y el eje de abscisas.
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Una posibilidad para aproximar su valor seria particionando el

intervalo [0; ] en subintervalos

mas pequefios (en este caso 4), que no se solapan, y considerar que cada uno de estos

subintervalos (AXx) es la base de un rectdngulo. Tomemos como altura de los mismos al maximo

de la funcién en cada intervalo i y llamémosle M::

14
y=sam
0.5 4
0.5 4
0.4 4
0.2
o 4 2z ami4 ™
X
¥

A:iMi-Ax:%

i=1

:%(2+J§);z,69[u2]

3

4

)

V3 v T
(sen—+sen5+sen5+sen

z(\2 2

—| —+1+1+—
2 2
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La aproximacién obtenida es por exceso y la misma se podria mejorar si el intervalo se dividiera

en una mayor cantidad de subintervalos mas pequefios.

og

4 ra
) ’ \
oz

. —// y=san
- T

o £ X : v -] 4 3a
¥ K} 3 ] 6

024

6
4 ZMA n( 1l'+ 11'+ 1l'+ n+ 21T+ Sn)

~ Ax = —|sen—+ sen— + sen— + sen—+ sen— + sen— | =
& ¢ 6 6 3 2 2 3 6
1=

1 3 1 B
:% E+7+1+1+E+7 =%(3+\/§)§2,47[U2J

Otra forma de aproximar el area buscada puede ser analoga a la anterior, tomando como altura

de los rectangulos al minimo valor de la funcién en cada subintervalo i, que llamaremos m;:
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ﬂ.y’

y=Sang

0.8 1

0.8 4

-
L
-

0 mé 2 ami4 ™

La aproximacion obtenida es por defecto y la misma se podria mejorar si el intervalo se dividiera

en una mayor cantidad de subintervalos mas pequefios.

1.4 :Ir
1.2
) — — y=5enx
ol ] St
S
"~
8
\'\.\_
X
x
o - X I LE T 24
) 5 E] ] 5 3
N
6
1[4 4 1[4 2n 5n
A~ ) mAx =—(sen0 +sen—+sen- +sen— +sen—+senm) =
= 6 6 3 3 6
1=

_z 1+§+£+1 :%(1+\/§);1,43[u2}

6{2 2 2 2

Integral definida 56



Escuela Industrial Superior Matematica V
Departamento de Matematica Esp. Mecanico-Eléctrica

De todas formas ya se puede concluir que el area buscada se encuentra entre 1,43 [uz ] y

2,47 [u?].

En general: Sea una funcién continua en[a;b]y positiva en el intervalo (a;b), la grafica de la
funcién y = f(x) y las rectas de ecuaciones x = a, x = b, y = 0 definen una regién cuyo area se

trata de calcular. Para ello, en primer lugar se divide el intervalo[a;b] en una serie de

subintervalos y se trazan los rectangulos que tienen como base la longitud del subtintervalo AXi

y como altura, la minima m; alcanzada por la funcién en ese subtintervalo. Légicamente si se
suman las areas de todos los rectangulos dara un area menor que la descrita por la funcion. Pero

si aumentamos el numero de subintervalos el valor de su area se va aproximando a la buscada.

s I . 7E)

n
Avrea inferior =) m.Ax,
i=1

Cuando el nimero de subintervalos n tiende a infinito tendremos:

n
Area =1im > mAx,
=1

n—w i
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También se puede aproximar el area por exceso, utilizando como aproximacion el area de los

rectangulos que tienen como base la longitud del subintervalo AXi y como altura, el maximo M;

alcanzado por la funcion en cada subintervalo.

y el 7R

Avrea superior =) M,Ax,

i=1

Cuando el nimero de subintervalos n tiende a infinito tendremos:

Area =lim ) M,Ax,
=1

n—o0 i

Si estos limites existen y son finitos e iguales, se dice que la funcion f(x) es integrable en [a;b]

y al limite se lo llama, por definicién Integral Definida de la funcion f(x) en el intervalo[a;b]; se

escribe:

[ xyx

y representa el area de la region limitada por la funcion y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x

=ayx=h.
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n

Area =1im) MAx = IimznlmiAxi :jbf(x)dx
nN—o i—1 n—o i—1 a

> El simbolo j es una antigua variante de la letra “S” y hace referencia la suma.
> El simbolo dx es la variacion Ax y representa la base de cada rectangulo.

> El producto f(x) dx representa el area de cada rectangulo.

> Los numeros a y b se llaman “limites o extremos de integracion”.

P . x1 . P
Veamos a qué es igual fO f(x)dx , es decir el area

determinada por una funcién f(x) continua y positiva en un

intervalo [0; x1] y el eje de las abscisas:
v f{x)

Denotemos a dicha area como A(x1), luego
A(x1+h)—A(x1) =~ f(x1)-h para h pequefio

A(x1+ h) — A(x1) £

~ f(x1 1 x1+h
- f&xD) | @ x

w

lim A(x1+h)—A(x1)
h—0 h

= f(x1) si el limite existe

A'(x1) = f(x1) = A(x1) es una primitiva de f (x) evaluada en x, por lo tanto:

[ f()dx = F(x1)

Si se quiere hallar el area en un intervalo [a;b]

y=1(x)

_~

.
ra
X

[ foax= fax | Fx)cx-=F(b)-+c-(F(a)c)=F(0)-F 2
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Lo anterior es la idea intuitiva del Teorema Fundamental del Calculo Integral que dice:

e Si f (x) es una funcion continua en [a;b]. Si F(x) es una primitiva de f(x) en

[a;b] entonces se verifica: Lb f(x)dx=F(b) - F(a)

Ahora estamos en condiciones de calcular el area buscada

j: sen(x)dx =—cos(x)|, =[—cos(z) +cos(0)] =2

El &rea es igual a 2 [u?]
Retomando la situacién original:

Podemos definir el valor medio de la corriente de la siguiente forma:

rzhlmm
T
o M P —5[cos(rr) —cos(0)] _ E[mA]
VA T

2
)  Calcula j_z x3dx =

II) Determina el area de la regién cerrada limitada por y =0; y = x3, x = 2, x = -2. Representa
graficamente.
lll) Comparando los resultados obtenidos en los items anteriores responde: ¢una integral

definida siempre representa el valor de un area?

¥¢ La integral definida verifica las siguientes propiedades:

b
a) Sif(x) >0 en [a;b], L f(x)dx>0

b
b) Sif(x)<0en [ab], L f(X)dx<0 .
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o [ fx)x=- (x)dx
) si ce[ab], [ Toodx=[ foodx | fx)ax

b b b
e) L [Cf(X)+kg(X)]dX:C L f(X)dX+kL g(X)dx , siendo c y k constantes.

Estas propiedades son muy importantes para el calculo de integrales definidas. Por ejemplo, la
propiedad d) nos dice que la integral definida también es un operador lineal, y podremos efectuar
la descomposicion en forma analoga a lo aplicado en la integral indefinida. En todos los casos

nos sera de utilidad para calcular areas de recintos limitados por curvas.
PROBLEMA RESUELTO \
4

Se quiere calcular el &rea de la region o
)= - x+d4

sombreada, determinada por las curvas que se -

muestran en la imagen de la derecha.

Solucién:

)= -JI.T +1-=1

Para poder determinar el area sombreada hara ) i 2 3

falta plantear dos integrales, ya que en una parte

A

f(x) es mayor a g(x) y en otra lo contrario.

Hallemos la abscisa del punto de interseccién de ambas funciones:

f(x)=9(x)

—-X+4=4x+1-1

(-x +5)* = (x/ﬁ)z

x*-10x+25=|x+1 pero como sabemos que 0 < x+1
por el dominio de la funcion g(x)

x?-10x+25=x+1

X*-11x+24=0—> X, =8;X, =3

Integral definida 61



Escuela Industrial Superior
Departamento de Matematica

Mateméatica V
Esp. Mecanico-Eléctrica

Pero como x: es una raiz extrafia de la ecuacién planteada, x, =3 es el valor buscado.

Entonces:

A=A+A :Jj[—x+4—( x+1—1)}dx+LTM—l—(—X+4)}dx:

=r[—x+5]dx—13de+_[5\/de+f[x—5]dx:

0 0 3 3

[_§+SXJ|Z—@\/(X+71)3)|Z+@ (x+1)3]|j+(§_5xJ|j
(oI 355

Luego el area sombreada es 8,3 [uz]

ACTIVIDADES

N

—

1) Calcula el area de la regién delimitada por f(a) y el eje de abscisas, siendo

a+4 sia<-2
fla) = |a®’-2sia>-2

2) Calcula el area de la region cerrada limitada por y =\/;, Su recta tangente en el punto (4; 2)

y el eje de abscisas.

3) Halla el valor del pardmetro a sabiendo que: J‘A (=x* +4x)dx = 3_32 Verifica lo obtenido.

4) Representa graficamente y calcula el &rea encerrada por las siguientes curvas (en todos

los casos obtiene los datos analiticamente):
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h(x) = x f(x) =cosx+1
1 y=0 _
a) g(X)=X3 b) N C) g(X)—-X-i—?
h(x) =5x+1
X=2r
(y=2
1)\ f (t) = —sen(2t) X
d) y:[ij y el eje x e)y g(t)=1 Ny =7
=-2 en[0,27] y =X
X=2

5) Considerando f :R — R/f(x) =3xVv2 + x? , escribe la expresion analitica y describe el

lugar geométrico de:

a) jf(x) dx

b) una primitiva de f

c) f f (x)dx

2
6) Encuentra el valor de L[f(X)+29(X)]dX sabiendo que se verifica lo siguiente:

7

[[2f(0dx=5y [ g(xk=7

La siguiente imagen muestra los restos de un
(Arles). Si

aproximadamente en ese tramo el mismo

acueducto romano
tenia 10 metros de extensibn y las
dimensiones  aproximadas del corte
transversal son las mostradas en el gréafico de
la derecha. Calcula la capacidad en dicho

tramo.

Ectraxdo da:

http: ‘tman.znetblzspotco
ma i/ 201301/ rastoz-romanoz-

an-arlezaiebtes html
[27/07/13)

fix) = = 3x.(x-0,5)

08m

0,5m
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8) Estima el volumen de aire del invernadero cuya frontal es una curva de ecuacion:

9) La entrada de la mina que se muestra en la imagen de la derecha, se puede modelizar a
través de la funcion:
y = —2x.(x—1) para O[m] < Xsl[m]

Si su interior es de 500 metros de largo, responde: ¢cuanto
tiempo podra estar sin que se le acabe el aire, una persona que
gueda atrapada luego de derrumbarse la entrada?

I
Nota: se calcula que en promedio una persona consume 6 [—
min

El trabajo realizado por una fuerza f = F(x) al mover una particula desde a hasta b, a lo largo

del eje x, viene dado por

W= J': F(x)dx

10) Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas. Si una fuerza de 20 libras estira el resorte

1/2 pulgada, determina el trabajo realizado al estirar el resorte de 8 pulgadas a 11 pulgadas.

11) Una fuerza de 25 [kg] alarga un resorte 3 [cm] . Determina el trabajo requerido para alargar el

resorte 2 [cm] mas.

Dada una corriente i(t), el valor medio y el valor eficaz en un periodo T vienen dados por:

T
0

T - l . 2
=2 [lioat i =7 [, O] o
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12) Determina el valor medio y eficaz de la onda

(t
representada a la derecha. -

Ym;ix
wt
. . L o T 2T
13) Determina el valor eficaz de la siguiente sefial:
I {md)
10
I 5 t
0 0,03 0,04 0,05 )
" T

14) Calcula el valor medio y eficaz de una corriente de onda senoidal (corriente alterna) cuyo

rad
valor maximo es 32,5 [mA] y tiene una frecuencia de l{?} :

El centro de gravedad (X ;y) de una superficie plana determinada por los ejes coordenados y

una curva y=f(x) viene dado por:

1 b
- My Gl ytax _
y:—:— e X =— =
A A A A

siendo A el area debajo de la curva en (a; b).
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15) Halla el centro de gravedad de la superficie comprendida )1 entre la
funcién y = senx, x=0; e b -
Y
A
x=7T e y=0 (una arcada de la sinusoide). B )
h
—)
16) En la figura se muestra un arco de la parabola cuya T
ley es: y? = 2px. Halla el centro de gravedad de la - i

—k

superficie delimitada por el arco de parabola y las

rectas x=0 ey =b

El momento de inercia de un &rea finita respecto a un eje en su plano
es la suma de los momentos de inercia de ese eje de los elementos de

area contenidos en ella;

Es decir, |, :Iyzda el, zfxzda

17) Deduce la férmula que permite determinar el momento de inercia de un rectangulo respecto

a un eje que coincide con su altura. Ten en cuenta la figura que se da como referencia.

Recuerda que:l, = _[xz da
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18) Calcula el momento de inercia del rectangulo de base by 4

Cd

altura h respecto a un eje por su centro de gravedad, paralelo  hi

1dy

a la base.
hi2

ly = Iyz.daz J.-h/zyz'bdyz ! g

N

-hi2

19) Justifica si los siguientes enunciados son verdaderos o

falsos.
) [ Fdx=-["1 (9

b
b) L f (X)dx da el &rea de la regién limitada por f(x); y =0; x = a y x=b.

2]
C) le ;dx - 0

Si la funcién f(x) es derivable en (a,b) y f(x) es continua en [a,b] entonces la longitud s del

arco descripto por f(x) y delimitado por a y b se puede calcular a través de la siguiente integral:

s= [ \1+[F (0] dx

20) Halla la longitud de la curva f(x) = X en el intervalo [0;1]

21) Determina la distancia recorrida por un proyectil que sigue una trayectoria dada por f(x) =
x-0,005x?, donde x esta medida en metros.
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22)El gréfico de la derecha muestra la y
instalacion de torres de alta tensiéon que se 10m

desea realizar. Se determiné que la
ecuacion de la catenaria viene dada por

f(x):lS(eSOJre_?’oj . Determina la X

longitud del cable.

Supongamos que una funcion f(x)es no negativa y continua en [a;b]. Si giramos la region
delimitada por f(X), el eje x y las rectas x=a y x=b, alrededor del eje x obtenemos un sélido de

revolucion. El volumen de este sélido puede calcularse a través de la siguiente integral:

v =[z[t (9] ox

23) Halla el volumen del s6lido generado al hacer girar el triangulo equilatero de vértices

1 1
(0;0), (a;0)y (E a;Eﬁa] alrededor del eje x.

24) Hala el volumen del sélido obtenido al hacer girar la region comprendida entre y=x? y y=2x

alrededor del eje x.

La presiéon de un liguido sobre una superficie vertical sumergida, limitada por una funcién f(x),

el eje de las abscisas y las dos rectas x=a y x=b, viene dada por la férmula:

Presion del liquido =W [ xf (x)dx
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Superficie libre del liquido

>

uperficie libre del ligquido =

,_\
]

N

dx

25) Una cafieria circular de 2 [m] de didmetro esta medio lleno de
agua. Hallar la presién sobre la compuerta que cierra la cafieria,

sabiendo que el gramo es el peso de 1 [cm?] de agua.

26) Un tanque cilindrico, horizontal, de 3 [m] de diametro, esta medio lleno de petréleo cuyo

peso es de 800 [kg] por m3. Calcular la presién sobre un extremo.
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ESTADISTICA

En dias de elecciones se realizan relevamientos para pronosticar sus resultados; en
supermercados se consulta a los consumidores para obtener informacion sobre preferencia en
los productos; economistas observan variables en un periodo de tiempo para poder predecir lo
gue sucedera en el futuro; en procesos de produccion se analizan datos convenientemente

recogidos y analizados para realizar ajustes.

En todas estas situaciones se utilizan conceptos estadisticos, los cuales desempefian un
importante papel para alcanzar la meta de cada una de estas situaciones practicas. A lo largo de

este capitulo se presentan conceptos basicos de esta ciencia.

SITUACION

El taller AHS el afio pasado innové en la fabricacién de cierta pieza de motor. En el presente
desea analizar si realmente la pieza respondio6 a las expectativas, para ello recaba datos sobre:
los clientes que compraron las partidas de piezas, la calificacién acerca de la mejora en la calidad
de la misma, la cantidad de piezas defectuosas por partida y el calor transferido por unidad de

tiempo a través de un material aislante.

La estadistica se ocupa de la recopilacion, organizacion, presentacion, analisis e interpretacion
de datos con el fin de extraer conclusiones o de hacer predicciones respecto de ciertos
fendmenos en escenarios de incertidumbre. Puede ser descriptiva o inferencial. La estadistica

descriptiva utiliza técnicas que sirven para organizar y resumir conjuntos de datos.

En un analisis estadistico simple, lo que se persigue es extraer conclusiones acerca del
comportamiento de una cierta variable estadistica. Su definicion debe contener la caracteristica

gue se desea estudiar en un tiempo y espacio determinado.

EJEMPLOS

Respecto a la situacion inicial,
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“V1”: Nombre de clientes que compraron una partida de piezas en el taller AHS durante el afio

pasado.

“V,”: Calificacion, acerca de la mejora en la calidad de una pieza, producida en el taller AHS el

afio pasado.

v La unidad experimental es la portadora de la medida de la variable. En V; la unidad
experimental es cada partida de piezas, en V, cada pieza lo es.
Al conjunto de todos los valores posibles (repetidos o no) de la variable bajo estudio se lo
denomina poblacién estadistica, lo que significa que por cada variable definida habra

una poblacion estadistica asociada.

P.1: Registro de todos los nombres de clientes que compraron una partida de piezas en el taller

AHS el afio pasado.

P.2: Calificaciones, acerca de la mejora en la calidad de todas las piezas, producidas en el taller
AHS el afio pasado.

AHS fabricé 50 partidas de 10 piezas cada una, lo que hace que la cantidad de datos definidos

por las variables V. y V4 sea N=500 y para las variables V1 y Vs sea N =50.

Como los costos y el tiempo serian demasiados para recabar todos los datos, pese a que algunos
son mas faciles de determinar que otros (un ejemplo de lo primero seria V1 y de lo segundo Vs),

se puede analizar una muestra de la poblacion.

Estadistica 72



Escuela Industrial Superior Matematica V
Departamento de Matematica Esp. Mecanico-Eléctrica

% Una muestra es un subconjunto de la poblacion. Cuando la poblacion es muy grande o
no es posible relevar todos datos por diferentes causas, para un correcto estudio, se toma

una muestra que sea representativa de ella.

En la situacién que se est analizando, no seria representativo que las piezas muestreadas sean

de una sola partida. ¢ Por qué?

PRESENTACION Y ORGANIZACION DE DATOS

Las variables bajo estudio se clasifican en cualitativas y cuantitativas. Las primeras son
aguellas que expresan una cualidad o atributo, por ejemplo Vi. Las segundas, en cambio, son
variables que se pueden expresar numéricamente, por ejemplo Vs. V. en cambio, se puede
trabajar de ambas maneras dependiendo como se clasifique la pieza (a partir de una escala

cualitativa (No satisfactoria, satisfactoria, excelente o a partir de una puntuacion del 1 al 10)
En el siguiente link:

https://docs.google.com/spreadsheets/d/1t4V1U-
mIdP6UtICIST92mOrNgk4sNgZG/edit?usp=sharing&ouid=111805519121812118414&rtpof=tru

e&sd=true

se encuentra la bases de datos del estudio. Donde los valores de V1 y V3 son poblacionales y los
datos de V. y V4 fueron recabados de una muestra aleatoria de una pieza por partida.

Los resultados asi presentados no brindan demasiada informacion.

Para organizarlos y poder extraer conclusiones se realizan tablas de distribucion de

frecuencias y gréaficos, dependiendo la naturaleza de los datos (cualitativos o cuantitativos).

% La frecuencia absoluta es el nUmero de veces que se repite un atributo o valor de la
variable. Muchas veces es importante ademas de saber la frecuencia absoluta de dicho
valor o categoria, saber el porcentaje con que éste ocurre (frecuencia relativa

porcentual), en particular si se estan comparando dos muestras de diferentes tamafios.
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Nota: Cuando se presentan tablas de distribucion de frecuencias y gréficos siempre se debe
colocar el Titulo referido a la variable bajo estudio y la Fuente referido a la procedencia de los

datos.

v¢ Los graficos basicos de distribucién de frecuencias para variables cualitativas son el de
sectores 0 barras, para variables cuantitativas (dependiendo la cantidad de datos
repetidos) y si se la trabaja dato a dato el grafico es de bastones y si se la trabaja en

intervalos el grafico es un histograma.

% Realiza tablas de distribucion de frecuencia y graficos adecuados, explorando los comandos

de un software estadistico. Posteriormente realiza un breve informe.
ALGUNAS MEDIDAS ESTADISTICAS

Dependiendo el tipo de variable que se estd estudiando (cualitativa o cuantitativa) existen
medidas estadisticas que aportan mayor informacion, a lo que se obtiene a partir de la

observacion de los gréficos y tablas.
Medidas de tendencia central

¥ Lamoda (Mo) es la categoria o valor de la variable que se presenta con mayor frecuencia
en el lote de datos.
La mediana (Me) es el dato que ocupa la posicién central, cuando el lote esta ordenado
en forma creciente o decreciente.
La media aritmética es el cociente entre la suma de todos los valores de la variable

observados y la cantidad de observaciones. Si se trata de una muestra simbolizamos

media aritmética muestral (X ) o si se trata de una poblacién simbolizamos media

aritmética poblacional (p).

Nota: En un lote pueden presentarse 1, 2 o0 mas modas. La mediana s6lo puede calcularse
cuando los datos permiten un ordenamiento. La media aritmética sélo puede calcularse cuando

la variable es cuantitativa.
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% Con el software y la base de datos:

a) Calcula las medidas de tendencia central de la base de datos, si la naturaleza de la
variable lo permite.

b) Compara entre las medidas, analiza las diferencias que se presentan entre ellas y escoge
la que elegirias para que represente el lote de datos.

Medidas de variabilidad para variables cuantitativas
% Elrecorrido (Re) es la diferencia entre el valor maximo y minimo del lote de datos.

La desviaciéon estandar mide la dispersion de los datos en relacion ala media aritmética

a partir de la formula: S =

Si se trata de una poblacién simbolizamos o =

El coeficiente de variacién es una medida de dispersion que brinda informacion sobre

el porcentaje de variacion de los datos respecto a la media.

% Con el software y la base de datos:

a) Calcula las medidas de dispersion de la base de datos, si la naturaleza de la variable lo
permite.
b) Compara entre las medidas, analiza las diferencias que se presentan entre ellas y escoge

la que elegirias para que represente el lote de datos.
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Regla de Bienaymé Chebyshev

A través de esta regla se puede visualizar cémo la desviacion estandar es un indicador de la

distribucién de frecuencias de una variable.

Y El porcentaje de datos que estan contenidas dentro de las distancias de k desviaciones

1
estandar alrededor de la media es de al menos (1_Fj'100% , keR".

% Determina el porcentaje de piezas de la muestra que tienen un calor transferido por unidad
de tiempo a través de un material aislante, comprendido entre dos desviaciones estandar

alrededor de la media,

a) Contabilizando.

b) Utilizando la regla de Bienaymé Chebyshev.

¢) Compara los resultados obtenidos en a) y b).

d) ¢Qué puedes concluir acerca de la relacion entre la desviacion estandar y la acumulacién

de datos alrededor de la media aritmética?
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TABLA DE FORMULAS

| Razones y funciones trigonométricas I

Relacidn pitagoérica entre razones trigonométricas de un mismo angulo

sen?a + cos?a = 1

Valores exactos de las funciones trigonométricas de algunos angulos

X° 0 30 45 60 90 180 270
X rad 0 z z z k3 T 3%
6 4 3 2 2
sen(x) 0 1 \/5 J§ 1 0 -1
2 2 2
cos(x) 1 3 ﬁ 1 0 -1 0
2 | 2 | 2

2

Funciones trigonométricas de la sumay resta de dos angulos

sen (& + B)=send cos B +cosC sen 3

cos (& + p)=cos cos B -send sen f3

_ tgo+tgps
tg(o + = 9% " 9~
g ( A) I-toa 197
Funciones trigonométricas para el doble de un angulo
sen(2&) = 2sen( & )cos( &)
cos(2 ) =2cos’(x) -1

2tga

tga)= ——
l1-tg°a
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Teorema del Seno

a b c
sena senp seny

Teorema del Coseno

a’=b?’+c*—2-b-c-cosa

| Algunas reglas de derivacion I

Reglas de Derivada

y =f(x)

dy/dx =y'= f(x)

Xn

n Xn—l

fix) =k g(x) keR

kg'(x)

flx) = g(x) £ h(x)

g’(x) £h’(x)

f(x) =a(x). h(x)

g’(x). h(x) +g(x). h(x)

o) = 909

g'(x)-h(x) - 9(x).h"(x)

h(x) (] ?

f(x) =sen x cos x
f(x)=cos x -sen x
flx) =tg x sec? x
) = " 7 Ina
f1x) =log ox —
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| Algunas reglas de integracion I

Aclaracién: c <Ry es la constante de integracion.

n+l

X"0X=—-4C; neQAan=-1
J. n+1 Q

_[adx:ax+c, aeR

Iaf (x)dx:aJ. f (x)dx I%dx=ln|x|+c;

J’[f(x)ig(x)]dxz'[f(x)dxij.g(X)dX jbxdx:b—x+c b>0Ab=1
;e

In
I sen(x)dx = —cos(x)+c I cos(x)dx =sen(x)+c
[tg(x)dx =—In|cos(x)| +¢ [[sen® (xydx =X sen(2x) .
2 4

J.In(x)dx =X.In(x)—x+c
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RESPUESTAS NUMERICAS A LAS ACTIVIDADES PROPUESTAS

Optimizacién de una funcidn

2) a) Méximo 1,067; minimo -9,13 b) Maximo 332/27; minimo 12

3)a)Ent=1 [h] a272 [km/h] b) Desde 1 [h] hastalas 2 [h]

2 as %[H] Jh= %[N] 5)3 [m]x3 [m]x1 [m]

6)a) 4,123 [s]  b)1,02 [m/s] c) De 0 [s] a1,21 [s] y de 4,12 [s]en adelante.
7)10 [h] 8) a) 1 afio

9) a) Para una velocidad de 60 [km/ h] b) $120.000

con un gasto de $120.

12) b= 2J12[u]  h=2[u]

Derivacidn de una funcién compuesta

2) 5401 [cm?s] 3)a) A=17 k =~0,03 b) dT/dt ~ 0,51e0%%
4) 5,39 [h] 5) b) t = /2w [s]
E -L
6) a) I(t) = Ee RC b) 6,62 [LW]
EZ

7) Es maxima para R =r, y su valor maximo es ™ [W]

8) 4 [km] 9) 0,24 [ppm/afios]
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10) 1,6 [cm/min]

12) 6 [cm] a los 0,115 [s]

11)6 = r/4 [rad]

13) 3,1416 [m3/min]

14) Aproximadamente a 2,65 [m] de la lampara de menor intensidad.

15)L=C

1 5
16) a) V(r) = 9,109.5.10%°. | = +——
) @) V() (r 5y

b) 1,54 [m]

Derivacién en forma implicita

j donde r es la distancia a Q1

4)1 [Q/ 5]

6)-1,44 [cm’ /s |

8) 192,31 [m/h]

Diferencial de una funcion

5) 6,875.10° [Q/ 5]

7)350 [ /5]

9)r =~ —1,73[ft/s]

1)a) Ay=0,3365  dy=0,4

2) -52,2 [mA]

4) ‘d—D <0,015
D

8) -40 [uj]

10)0,28 [m/s |

b) Ay=1,4351
3) dA = 0,192 [cm?]

5) dt= 0,0015 [s]

9) 4,43 [cm’ ]

dy= 3,2
dV = 0,192 [cm?]
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Integral Indefinida

4) 2.360 [cm?]

5) -2,78 [m/s’]

6) 400 [s] 7) 6,06 [min]
8) 180 [m?] 9) 400 [m]

Integral definida
1) A~6,32 [u’] 2)A=2,6[u"] 3a=6
4) a)A=0,5[u’] b) A=z [u’] ¢) A=21,6 [u*]
d) A=8,66 [u’] e) A= 27 [U°] f)A=0,6 [u°]
6) 16,5 7) 4625 [L] 8) 256 [m?]

9) Aprox. 463 [h] 10) 180 [J]

11) 0,667 [J]

13) i, =6,6

16 (3 -3b)
) \10%7

21) Aprox. 230 [m]

64
24) ©-m [u3]

12) i =0, iy =1 siendo / la amplitud maxima.

14) i, = 0,33

1 3

22) Aprox. 363 [m]

25) 666,7 [Kg]

o (0
20) 2,13 [u]

23) Za? [u®]

26) 1800 [Kg]
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