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PROLOGO

“La matematica aplicada necesita de la matematica pura

tanto como los hormigueros necesitan de las hormigas ™.

Paul Halmos

“Matematica V - Notas de Clases” ha sido elaborada como soporte didactico para el cursado
anual de matematica (de dos horas cétedras semanales) para estudiantes de quinto afio de
Escuelas Técnicas.

Tanto el desarrollo de los contenidos y las secuencias de actividades que se exponen tienden a
posibilitar la construccién de un aprendizaje significativo en contexto, ya que se plantean
actividades para la especialidad correspondiente del futuro técnico.

El libro se presenta para tres especialidades: Construcciones, Quimica y Mecanico Eléctrica.
Las situaciones planteadas en los inicios de cada capitulo estan pensadas para trabajarse de
manera heuristica en el aula.

Si bien los conceptos, principalmente de analisis matematico, encierran en si mismos un gran
nivel de abstraccion, en el texto se los pretende desarrollar de manera intuitiva sin perder la
formalidad en la notacion, definiéndolos y brindando las propiedades mas relevantes.
Aspiramos a que el docente que use estas notas en sus aulas, haga las observaciones que crea
conveniente a sus alumnos, adapte actividades a la realidad de su propia préctica, que critique
y analice.

Asi mismo anhelamos que estos tipos de textos sirvan para lograr el equilibrio esperado entre

la formacion matematica y sus aplicaciones.

Las autoras.
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OPTIMIZACION DE UNA FUNCION

Cuando escuchamos la palabra “optimizacion” podemos pensar en situaciones que
afrontamos dia a dia; por ejemplo, optimizar un recorrido, hacer una buena eleccién de
compra, buscar la mejor ubicacion en el cine o el teatro, hasta en la verduleria apretamos u
olemos las frutas para saber si estan maduras y a los caballos... se le miran los dientes.
Para todos estos casos hay trucos que nos permiten optimizar lo que deseamos, pues
afrontamos los problemas con los criterios que nos dan la experiencia y la intuicion. ¢Cudl

es uno de los métodos que utiliza un matematico?, derivar una y otra vez.

SITUACION
Cierto tubo de ensayo tiene la forma mostrada en la figura de la derecha. —
Se desea determinar la longitud del radio que hace minima el &rea de dicho tubo,
que puede contener un volumen fijo Vo.
Podemos determinar la funcién que da el area del tubo en relacién a las
variables r y h:
AN N) =, o -
Ademas como el volumen es fijo, podemos plantear la siguiente férmula:
Vo T
Despejando h de la expresion anterior y sustituyendo en A(r, h), obtenemos: \--_-:"’
AN S

Ahora, lo que necesitamos es encontrar el o los valores de r que hacen minima a A(r).

Optimizacién de una funcion
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La tarea de localizar maximos y minimos de una funcién, recibe el nombre de optimizacion.
En algun valor del dominio, una funcién, puede presentar en particular un valor maximo o un
valor minimo. Estos se localizan en los nimeros criticos de la funcion y se relacionan con

los intervalos de crecimiento o decrecimiento y concavidad de la misma.

¥¢ Dada una funcion f, los nimeros ¢ del dominio de f para los cuales f"(c) =0 o f "(c)

no existe se denominan nimeros criticos de f.
Analicemos algunos ejemplos:

1) sea f(x)=sen(x) con dominio [-7, 7],

}F -

-1

Es una funcidon creciente en...................... , decreciente en........................ , concava

hacia arriba en (—7,0)y concava hacia abajo en (0, 7).
Su funcién derivada es: f'(x) = cos(x) con dominio (—z;7).

¥

Los numeros criticos de la funcidbn son: =7, 7T, ........ccvvnn...

Optimizacién de una funcion n
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Dada una funcién f(x):

% si f'(X) >0en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f (X) es creciente en
dicho intervalo.

¥ si f'(X) <0en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x)es decreciente
en dicho intervalo.

% si f'(x)=0en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x)es constante
en dicho intervalo.

% si f"(x)>0en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(x)es concava
hacia arriba en dicho intervalo.

% si f"(X)<0en un intervalo | abierto de su dominio, entonces f(X)es concava

hacia abajo en dicho intervalo.

2)Sea g:R—>R/g(x)=x° v oA
24
1 B
4 b
hJ L] T T L
2 1 2
X
Observando la grafica completa:
El numero critico de la funcién es......................... Es creciente en todo su dominio.
Céncava hacia arribaen ............... y concava hacia abajoen......................

# Un punto (c; f(c)) es punto de inflexion, si y sélo si, en un entorno de ¢ la

funcién cambia la concavidad a la izquierda y a la derecha de c.

La funcion del ejemplo 1, tiene un punto de inflexion en................... poOrque.................

........................................................................... y la funcion del ejemplo 2, tiene un

Optimizacién de una funcion -
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x-2  x<3 y a4
3)Sea g:R—>R/g(x)= Tl
1 X>3
Analizando la gréafica completa: :
Es una funcidn creciente en .................. ,
decreciente en ............... y constante L
en............ Los numeros criticos son
.............. Yoo 4 5 i :? :,! —
L3 ) x

Observa, en los ejemplos 1y 2, los gréficos de las funciones y de sus derivadas primera y

segunda:

Puedes verificar el siguiente criterio:

Criterio de la derivada sequnda:

Si una funcion f(x), derivable en un valor ¢ de su dominio, cumple que:
* f'(c)=0y f"(c)>0 entonces f(c) es un minimo absoluto o relativo de f(X).

* f'(c)=0y f"(c)<0 entonces f(c) es un maximo absoluto o relativo de f(X).

Optimizacién de una funcion
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Retomando lo anterior, la funcién del item 1) presenta un maximo absoluto en............ y un
minimo absolutoen ............... 10 o [ U= TP
La funcion del item (3) presenta un minimo............. =12 [ POrQUE......cccvevinennnnn.

Aclaracién: A través de los graficos has comprobado las propiedades mencionadas arriba, ten en

cuenta que cada una de las propiedades anteriores tiene su correspondiente demostracion.

EN SINTESIS:

Optimiza

Minimizar

Maximizar

entonces entonces entonces entonces

N,/

X, posibles valores que maximizan a f(x)

posibles valores que minimizan a f(x]

luego luego

El mayor f( x,) es el maximo absoluto de f(x)

El menor f(x;) es el minimo absoluto de f(x)

Optimizacién de una funcion
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PROBLEMA RESUELTO

Recordemos que A(r) =§7z- r’+2.V,-r.

Teniendo en cuenta los pasos del cuadro anterior, debemos calcular A’(r) . Aplicando las

reglas de derivacion obtenemos lo siguiente:
4 _
A(N==z-r-2-V,-r?
3 0
Luego, debemos hallar los valores de r que verifican A'(r) = 0, es decir los nimeros criticos.

O=f7r~r—2-vo-r‘2
3

A continuacion, es necesario que apliquemos el criterio de la segunda derivada. Para esto
calculamos A”"(r) mediante el uso de las reglas de derivacion:

A'(r) = %7” 4.V, -r°

Reemplazando el nimero critico en A"(r) obtenemos:

A”(%/sz'voJ:gﬁ+L°3:§7z+8§:4ﬁ
a 3/3-V0
2
Como A’(3/ﬂ> =0y A<3/%> > 0 entonces 4 <3’ﬂ> es un minimo de la funcién.
21 2T 2T

. L /3-V
Luego, el area del tubo de ensayo sera minima para r =3 > o
T

Optimizacién de una funcion
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ACTIVIDADES

Aclaracion: En las actividades propuestas de todos los capitulos, cuando se dé la ley de una

funcion y no se especifique el domino y codominio se considerard el mds amplio.

1) Para cada una de las funciones de los ejemplos anteriores, comprueba analiticamente

las propiedades enunciadas.

2) Determina los valores maximos y minimos relativos de:
a. f:R>R/f(x)=¢e"-(3x*-6)
b. g:R—>R/g(Xx)=2x>-4x* +2x+12

c. Responde: ¢puedes determinar si los maximos y minimos obtenidos en los

items anteriores son absolutos?

3) Un coche de competicién se desplaza a una velocidad que, entre las 0 y las 3 horas,

viene dada por la funcién v(t) = (2—t)-e'. donde t es el tiempo medido en horas 'y v es la
velocidad en cientos de kildmetros por hora. Halla en qué momento del intervalo [0, 2] :

a) circula a la velocidad maxima y determina dicha velocidad.
b) la velocidad disminuye.

4) Aserrado de Viga: La resistencia de una
viga de seccibn rectangular es
proporcional al producto de su ancho a
por el cuadrado de su altura h. Calcula

las dimensiones de la viga de maxima 1o

resistencia que puede aserrarse de un
tronco de madera de forma cilindrica de
diametro 10[].

5) Halla las dimensiones que hacen minimo el costo de un contenedor que tiene forma de
prisma recto de base rectangular sabiendo que su volumen ha de ser 9 [m?], su altura 1
[m] y el costo de su construccién por m? es de $500 para la base; $600 para la tapa y

$400 para cada pared lateral.

Optimizacién de una funcion
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6) El rendimiento de cierta pieza de fabrica en funcién del tiempo de uso x [afios] viene

dado por la siguiente expresion: f(x) =85+ ) S parax =0
+

X2
a. ¢ En qué momento se alcanza el rendimiento maximo?

b. Por mucho que pase el tiempo, ¢puede llegar a ser el rendimiento inferior al que el

producto tenia cuando era nuevo? Explica.

7) Una locomotora que se desplaza a una velocidad v [km/h]tiene un gasto de

3600

Vv
a. La velocidad el gasto es minimo y determina dicho gasto.
b. el costo de un viaje de 1000 [km] si se viaja siempre a la velocidad mas

combustible g dado por la funcién: g(v) =v +

[$/km] .Halla:

econdmica.

8) Justifica si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados:
a) Sea f:R—>R/y=(2-x)-¢", en x =1 la funcion

tiene un méaximo.

b) La funciénf:R—{1}—>R/f(x):3—)(1 no tiene
X_

numeros criticos.

c) Si una funcion tiene un numero critico en x=a,

entonces f(a) =0.

d) La funcién f(x)cuyas primera y segunda derivada p

se muestran en el grafico, tiene minimos relativos en

X=-2y x=5.

9) Para cada una de las siguientes afirmaciones, encuentra las funciones que sirven de
contraejemplo.

a) Siuna funcion tiene un maximo en x =2 entonces f'(2)=0.
b) Si una funcién tiene un punto de inflexién en x=0 entonces f'(0)=0.

c) Siuna funcion es creciente en todo su dominio entonces f'(x)>0.

Optimizacién de una funcion
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10) Se administra un farmaco a un paciente y se monitorea la concentracién C del farmaco
en el torrente sanguineo, en un instante t mayor igual que cero (medido en horas), desde
la administracion del farmaco. La concentracion (en mg/l)se determina por

30t

C@t)=
® t>+2

Responde:
a. ¢Luego de cuantas horas, después de que fue administrado el farmaco, la
concentracion en el torrente sanguineo es maxima?

b. ¢Durante cuanto tiempo la concentracion de sangre es creciente?

11) Cuando la sangre se mueve por una vena o arteria, su velocidad v es mayor a lo largo
del eje central y disminuye a medida que se incrementa la distancia r desde el eje

central. Para una arteria con radio 0.5 [cm] la velocidad esta dada como una funcion de r

porv(r) =18500(0.25r —r?) . Indica para qué valor de r la velocidad es maxima.

12)Si una varilla o trozo de alambre es homogénea, entonces su densidad lineal es

uniforme y esta definida como la masa por unidad de longitud (p - EJ y se mide en[k_g} .
| m

Si la varilla no es homogénea, pero su masa, medida desde su extremo izquierdo al

punto x, es m=f (x); entonces la densidad lineal de la varilla es la derivada de la masa
con respecto a la longitud x.

3

Si se sabe que m=f(x)= %x4+§x —x?+5x, indica a qué distancia del extremo

izquierdo la densidad es minima.

13) Se desea encontrar la posicion para ubicar dos valvulas de vy

. ~ . . . , P1(x;
seguridad en una cafieria. La misma describe una parabola ( ﬂ}
A
dada por la ley y* = 4x, segln el sistema de referencia. Si la \

i’ \,
ciudad se ubica en la coordenada (4;0), responde: ¢cudles < *’-"hr{*i'ﬂ}
deben ser las posibles posiciones de las valvulas para que la <,
distancia a la ciudad sea minima? ¥ P2(xy)

Optimizacién de una funcion
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DERIVACION DE UNA FUNCION COMPUESTA

Uno de los pilares en la formacion técnica es el de promover y desarrollar la cultura del
trabajo y la produccién para el desarrollo sustentable. Entendiendo el mismo, como aquel
que persigue el desarrollo econémico y social para hacer frente a las necesidades del
presente sin poner en peligro la capacidad de las futuras generaciones, para satisfacer sus
propias necesidades. El cuidado del medio ambiente, recursos no renovables como el agua,

carbon y petréleo deben ser tenidos en cuenta en el desarrollo tecnoldgico.

SITUACION

Los desechos de una fabrica son compactados para su posterior tratamiento, de tal manera
gue adquieren una forma cubica. La arista del cubo inicialmente es de 3 metros y al
transcurrir el prensado disminuye a razén de 0,07 metros por minuto. ¢ Cual sera el volumen

del desecho al cabo de 5 minutos de iniciado el proceso?

Si denominamos V al volumen de desechos y x a la longitud de la arista del cubo, se puede

definir la funcion: V(X) =......cccrrriieieineernnnn, que relaciona el volumen en funcién de la

longitud de la arista. Pero ésta va variando en relacion al tiempo, por lo que se puede definir:

Luego para poder determinar el volumen en cualquier instante podemos hacerlo a partir de:
I (A F(5 )

Vemos como x esta en funcién de t, V esta en funcién de x y por lo tanto se tiene una funcién
C que depende de t.
El volumen del cubo de desecho, al cabo de 5 minutos de iniciado el proceso, es:

C(5) =V (X(5)) = ovrrrrvvrrrrverrrne [m?]

Observemos que el dominio de X(t) €S...........ccceeiviniiieenn.
El conjunto imagen de X(t) €S..........ccovviiiiiiiiiiiii,

El dominiode V() esS.......ccovvvieiiininnnnn. que incluye al conjunto imagen de..................

Derivacion de una funcién compuesta
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¥ Dadas dos funciones f y g, tales que el conjunto imagen de g esté incluido en el
dominio de f, se llama funcién compuesta h a aquella que haga corresponder a
cada elemento del dominio de g una Unica imagen en el conjunto de llegada

(codominio) de f, mediante la relacion:

h(x)= f(g(x))

Si nos interesa ademas, saber cuan rapido disminuye el volumen de los desechos en
., . dC

funcién del tiempo, debemos calcular E

Razonemos de la siguiente manera:

Tomando V(x), calculemos %—V e
X

Tomando x(t), % et et
dt

Tomando C(t), d—C e e e
dt

Observa que d—C = d_V %

dt  dx dt

Concluimos que la funciéon que determina la rapidez con que disminuye el volumen del

desecho en funcién del tiempo viene dada

¥ La técnica empleada para derivar funciones compuestas se denomina Regla de la

Cadena. Si g es diferenciable en (a; b) y f es diferenciable en (g(a); g(b)),

entonces la funcién compuesta h(x) = f (g(x)) es diferenciable en (a; b), y su

derivada se denota por:

h(x)=1'(g(x))=f'(9)-9'(x) o %z%j_?(

Derivacion de una funcién compuesta
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EJEMPLOS
a) f(x)=sen(4x)= f'(x)=cos(4x)-4=4cos(4x)
b) I(t)=4-e”“":>%=4ew‘.w:4weWt

1 dm_ 1 20+6 q+3

3
— = —=--(g*+6q) 2.(29+6) = =
Ja'+6q  d 2 (75) 2(a* +60)" [(a’+6a)

c) m(q)=

PROBLEMA RESUELTO

Dos barcos salen al mismo tiempo; uno de un muelle, con direccién sur y con velocidad de
15[km/h]; el otro parte hacia el muelle desde un punto que se encuentra a 20 [km] al oeste, a

10 [km/h]. Determina el momento en que se encuentran mas proximos estos dos navios.

Solucién:

Los datos del problema se pueden representar en un esquema como el siguiente:

Muglle 20-10t, é

16t,

@ dit,)

Planteado de esta manera se debe averiguar para qué valor de t la distancia d entre los

barcos es minima o dicho de otra manera qué valor de t minimiza la funcion distancia.

Utilizando el teorema de Pitdgoras, la funcién a minimizar viene dada por:

d(t) = /(15t)° +(20-10t) :(325t2—400t+400)% con  Domd:R,"

Siguiendo los pasos del proceso de optimizacion de funciones, debemos calcular los

nameros criticos y para poder hacerlo hallamos d’(t) .

1
2

d'(t) = %(325t2 — 400t + 400) 2 - (650t — 400)

Derivacion de una funcién compuesta




Escuela Industrial Superior Matematica V
Departamento de Matematica Esp. Quimica

Como d(t)tiene dominio [0;00) , d'(t) no existira en t =0, ademés d’'(t) =0 cuando:

8

(650t —400) = 0=(650t —400)=t = 5

0=

1

2. (325t — 400t + 400 )2

. . I 8
Por lo tanto, la funcién presenta nimeros criticosent=0y t = 3

Para poder saber si en el valor t = 3 la distancia es minima debemos aplicar el criterio de

la segunda derivada.

3 L
2 2

d"(t) = —% (325t2 — 400t + 400) 2 - (650t — 400)* + 325 - (325t — 400t -+ 400
Evaluando la misma en el niimero critico obtenemos d "(%) ~195.

Como d’ 8 =0yd” 8 > 0 entonces d 8 es un minimo de la funcién.
13 13 13

Ahora debemos analizar d(0), d(0) = 20 [km] que por el contexto del problema podemos ver

gue no sera la menor distancia, pese a ello aritméticamente se puede ver que

8
d(0) > d (Ej

Por lo tanto, concluimos que la menor distancia entre los navios se produce luego de las

E[h] de la salida.
13

ACTIVIDADES

. d
1) Determina en cada caso d—y :

X

2 1 XY

a) y=(6x-5) b)Y—ﬁ c)y=+x-1 d)y:(?j
e)y=4cos(wx)+x*> f)y :(5x—2)3/2 g)y= x(5x—2)3/2 h) y =In(x* +1)

2) Se carga con vapor de agua un cilindro con un émbolo de radio 3 [cm], de modo que la
altura aumenta con el tiempo segun la relacion h = 3t* y el radio se mantiene constante.
Calcula la variacion instantanea del volumen a los 10 segundos, si la temperatura y la

presion permanecen constante.

Derivacion de una funcién compuesta
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3)

4)

5)

6)

Una bebida se saca de la heladera a una temperatura de 8[°C] y se deja en una
habitacion en la que la temperatura es de 22[°C]. Segun la ley de enfriamiento de Newton
la temperatura T de la bebida variara en el tiempo de acuerdo con la expresion:
T =25-Ae™ con A, k constantes y t medido en minutos.
a) Sabiendo que al cabo de 20 minutos la temperatura de la bebida es de 15 [°C],
calcula el valor de las constantes Ay k.

b) Encuentra la funcién que describe con qué rapidez se calienta la bebida.

Dos puntos Ay B estan en distintas margenes del rio, justo en el sitio donde el ancho del
mismo es de 3[km]. El punto C esta en la misma margen que B, a 6 [km] a su derecha.
Una comparniia de teléfonos desea tender un cable de A a C, sabiendo que el costo por
kilbmetro es 25% mas caro bajo el agua que por tierra. Responde: ¢a qué distancia debe
encontrarse el punto P (ubicado entre B y C) de B para que la linea sea lo menos
costosa para la compafiia? Observacion: el punto P es el lugar donde comienza a
realizarse el tendido por tierra.

Estudios realizados han permitido determinar que el nivel medio diario C de didxido de
carbono CO, en el aire, en partes por millon [ppm], en una ciudad, esta relacionado con
la poblacién p expresada en miles de habitantes por la siguiente expresion:

p2
C(p)=,—+17
2
El aumento de poblacion de esa ciudad en t afios se estima que esta dado por la relacién

siguiente: p(t) =31+ 0,1-t*en miles de habitantes.

Determina con qué rapidez estara variando la concentracién de CO, en esa ciudad dentro

de 3 afos

La distancia R (en el vacio) que recorre un proyectil, lanzado con velocidad inicial
V, =80[m/s|desde una pieza de artilleria

gue tiene un angulo de elevacioné Vo
respecto a la horizontal, se determina W_\h
6400 - sen(2
segun la férmula R:J ¢
9 O‘ R A %

(donde g =9.81[m/s?]). Determina el
angulo @ con el cual la distancia R es maxima.

Derivacion de una funcién compuesta
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7) La ecuacién de una onda transversal que viaja por una cuerda tensa esta dada por
y = 6sen(0,027zX + 4xt)

donde x es la distancia al extremo de la cuerda donde se comienza la perturbacion en
centimetros y t es el tiempo en segundos a partir del inicio de la perturbacién. Si una
particula se encuentra a 2[cm] del inicio de la cuerda, responde:
a) ¢cual es la onda maxima de propagacion que experimenta?

b) ¢a cuantos segundo de comenzada la perturbacion se da?

8) Un camidén descarga arena formandose un monticulo que
tiene la forma de cono recto circular. La altura h va

variando manteniéndose constantemente igual al radio r de

la base. Cuando la altura es de 2 [m], ella estd aumentando
a razon de 25 [cm/minuto]. Determina con qué rapidez est4 cambiando en ese instante el

volumen V de arena.

9) La velocidad de una onda de longitud L en aguas profundas es:

v=K L +E
C L
donde k y C son constantes positivas conocidas ¢ Cudl es la longitud de la onda que da la

minima velocidad?

10) Cierta cepa de bacterias se divide cada tres horas. Si una colonia comienza con 50
bacterias, entonces el tiempo t (en horas) requerido para que la colonia crezca a N
bacteria se expresa como

log(N /50)
log 2

t=3
Calcula la velocidad de crecimiento de la poblacion luego de 5 horas.

11) La presion sanguinea del hombre varia a lo largo del dia. En una cierta persona, la

presidn sanguinea diastdlica en reposo en el tiempo t se obtiene mediante:
V (t) =80+ 7sen =t
12

Donde t se mide en horas a partir de la medianoche y V(t) en milimetros de mercurio

(mmHg).

Derivacion de una funcién compuesta
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Si se observa la presion las primeras seis horas del dia, calcula en qué instante la

presion de esta persona fue maxima.

12) Cuando se incrementa la brillantez X de una fuente de luz, el ojo reacciona disminuyendo
el radio L de la pupila. La formula que modela la longitud del radio de la pupila en funcion

de la brillantez viene dada por:

V1+4x%

Calcula la variacion del radio de la pupila con respecto a la brillantez.

R(t) =

13) Un meteorito esférico entra en la atmosfera de la tierra y se va fundiendo a una tasa

proporcional a su superficie. Demuestra que su radio disminuye a una tasa constante.

Derivacion de una funcién compuesta
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DERIVACION EN FORMA IMPLICITA

La energia cinética (K) de un cuerpo es aquella energia que posee debido a su movimiento.
Se define como el trabajo necesario para acelerar un cuerpo de una masa determinada
desde el reposo hasta la velocidad indicada. Una vez conseguida esta energia durante la
aceleracion, el cuerpo mantiene su energia cinética salvo que cambie su velocidad. La
energia cinética de una masa puntual depende de su masa m y su velocidad v, se expresa

en joules [J]= [kg-m?/s7]:

SITUACION

Se necesita determinar la aceleracion que experimenta un cuerpo de masa 0,4 [kg], en el
momento en que su velocidad es 8 [m/s] y su potencia® es de7 [watt].

Como la velocidad en la ecuacién esté elevada al cuadrado, no podemos determinar v(K) a
partir de una Unica ecuacién para luego derivarla. La alternativa es derivar ambos miembros
de la ecuacién teniendo en cuenta que tanto v como K dependen de t. Este método se
denomina derivacion implicita, el mismo se puede aplicar siempre y cuando la funcién sea

derivable en todo su dominio.

E(K) = i(lmvzj
dt dt\ 2
dK dv dv
—=MV— =
dt dt dt

! La potencia es la derivada del trabajo respecto al tiempo. [ j / s] =[watt]

Derivacion en forma implicita
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EJEMPLO:

Determina las ecuaciones de las rectas tangente a la circunferencia cuyo radio mide 4

unidades en x=-2

y/ x

La pendiente de la recta tangente a la circunferencia viene dada por:

dy ~ x+1

= ren x=-2e = +15 +2
dx (2-y) y

2(x+1)+2(y—2)ﬂ =0
dx

Las ecuaciones correspondientes son:
m :y=0,258x+6,39y m,:y=-0,258x-2,39

% Verifica graficamente con el software GeoGebra

PROBLEMA RESUELTO

Una mancha con forma de cilindro recto circular se ha formado al derramarse en el mar 100

/1

[m?®] de petréleo. Calcula con N

gué rapidez aumenta el radio
A/

espesor

de la mancha cuando ese
radio es de 50 [m], si el
¥

espesor disminuye a razon
de 10 [cm/h].

Derivacion en forma implicita
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SOLUCION

Debemos tener en claro lo que queremos calcular, para esto tenemos que traducir el

enunciado al lenguaje matematico. La rapidez con la que aumenta el radio de la mancha,
. L , . - , _dr
hace referencia a la variacion de la longitud del radio en funcion del tiempo, es decir pr

cuando r=50 [m] y cuando el espesor disminuye a razén de 10 [m/s], es decir,

de
— =-010{m/h
G =-o10[m/n]

La relacién entre el volumen, el radio y el espesor viene dada por:
V(re)=x-r’-e
Si ademas tenemos en cuenta que el radio y el espesor dependen del tiempo, tenemos que:
V(t)=7-r(t)?-e(t)
Como el volumen es constante e igual 100 [m®] obtenemos:
100 = 7z-r(t)* -e(t)

Como estamos buscando variaciones, debemos derivar V (t) :

dv dr de
= r2r(t) - = -e(t rip)? - =
ekl r(t) ™ e(t) +z-r(t) o
dr , de
O=mx-2r(t) - —-e(t r) - — (4
m-2r(t) ™ O+7z-r() it @

Como se derramaron 100 [m®] de petréleo, concluimos que el volumen del cilindro que forma
la mancha es siempre este. Por lo tanto, en el instante requerido tenemos que:

100 = 77 -50? -e:ezlg;ojezo,om[m]
50° -7

Reemplazando en (1) por los valores pertinentes tenemos que:

O=r- 2.50% -0,013+ 7-50% -(-01)= % =196,35[m/h]

Por lo tanto, el radio aumenta a razon de 196,35[m/h] en el instante pedido.

Derivacion en forma implicita
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ACTIVIDADES
1) Seaf:R—>R/ f(x) = a+%x con aconstante y k =0.

a) Responde: ¢ qué tipo de funcion es? Determina su derivada.
b) Se dice que una funcion esta dada en forma implicita cuando esta expresada como
g(x) = 0. Escribe la funcion dada en forma implicita, determina su derivada y

comprueba que has obtenido lo mismo que en el inciso a).

2) Determina %siendo:
X

a) X*+y*=2xy +3 b.xy—y—4x=5 c.xey +y=4

3) Prueba que las rectas tangentes a las curvas con ecuaciones:
4P -xy x+5y=0 y x*—4y*+5x+y=0
son perpendiculares entre si, en el origen de coordenadas. Comprueba graficamente lo

obtenido con el software GeoGebra.

4) La ley de Boyle para los gases perfectos establece que a temperatura constante P.V = K
donde P es la presion, V el volumen y Kuna constante. Si la presion esta dada por la
expresion: P(t) = 30 + 2tcon P [cm de Hg] , t en [s] ; y el volumen inicial es de 60 [cm?],
determina la razén de cambio del volumen V con respecto al tiempo t a los 10[s].

5) Siun objeto de masa m tiene velocidad v y energia cinética Ec entonces se cumple que:

1
E.——mv’=0
© 2

Determina la variacion instantdnea de energia cinética que experimenta un cuerpo de

5[kg], en el momento en que su velocidad es 7 [m/s] y su aceleracién es 10[m/s?].

Recuerda: [kg. m?/ s?] = [Joules]

6) Se vacia el agua de un tanque esférico de radio 10 pies. El
nivel del agua en el tanque es 5 pies y estd decreciendo a razén
de 3 [ft/s]. Responde, ¢con qué razén disminuye el radio r de la

superficie del agua?
~=l Ty ..

~—__

7) Sean dos resistencias R; y R, conectadas en paralelo. La resistencia equivalente R

Derivacion en forma implicita
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1 1 1
cumple: E:—+—.

R R

Si R; y R, aumentan a razon de 0,01 y 0,02 [Q/s]. Respectivamente, calcula la razén de
cambio de R cuando R;= 30[Q]y R,= 90[Q].

Derivacion en forma implicita
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DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Sea una funcion y = f(x) y su derivada ' (X) con dominio en todos los valores de x donde
lim f(x+hr)]—f(x)

h—0

existe.

Si llamamos Ay = f (x+h)— f(x) y h = AX se tiene que:

f’(X)Z%—I—E dondeseR A & >0 si AXx—>0
X

Despejando Ay , Ay = f(X).AX—&.AX (expresion 1)
donde a la expresion f'(x) . AX se la denomina diferencial de la funcién f(x) y se la denota

por dy.

De esta forma, Ay =dy—£.AXx donde £ >0 si AXx—>0

Sin perder generalidad observemos que AX = dx, ya que si y = f(x) = X, se tiene que
dy=f'(X)-Ax = dx=1-AX, luego se puede definir:

¥ El diferencial de una funcién y = f(x) viene dado por la expresién

dy = f'(x).dx (expresion 2)

para todo x € D; y donde f'(x) existe.

Un poco de historia...

En el afio 1684, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) publicé en la revista Acta
Eruditorum "Un nuevo método para los méximos y los minimos, asi como para las
tangentes, que no se detiene ante cantidades fraccionarias o irracionales, y es un singular
género de calculo para estos problemas”. En este escrito utilizé la notacion dx para el

diferencial.

Diferencial de una funcién
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Geomeétricamente:

Observacion: aplicando la  propiedad
uniforme se puede ver que la derivada de
una funcién (en una variable) es igual al
cociente entre diferenciales, y que coincide
con la notacion adoptada por Leibniz.

s+ 42

, d
£(x) _ 9y
dx
fz=)
Esta notacion es especialmente Util cuando
— se trabaja con funciones multivariables ya

que indica en cada momento la variable de
la funcién que se considera independiente,
dejando el resto de variables como
constantes en lo que se refiere a la
derivacion parcial.

Como una funcién de dos variables:
Teniendo en cuenta que dy = f'(x).dx, al diferencial de una funcién se lo puede interpretar

como una funcién que depende de x y de dx.

Dada la funcidon y = sen(2x), el diferencial de la funcion viene dado por
dy = 2cos(2x). dx

parax=5 ydx=0,4 dy= ..ot

paraX =1 ydx =10 dy = ..cccoiiiiiiiiiiiie e

Como aproximacién ala variacion exacta de la funcion.

Supongamos que se quiere estimar +/102. Para esto se puede utilizar el diferencial y
aproximar la variacion de la funcioén a partir de un valor cuya raiz cuadrada sea conocida. Si
ademas se busca que el error de estimacion sea pequefio, se debe trabajar con un valor

cercano a 102,en este caso 100.
Observando la expresion 1, tomando y = f(x) = x& , dx =2, y x= 100 se tiene que

Ay = f(x).dx+&£.dx, luego Ay = f'(x)-dx, siendo £.0X el error de estimacion.
1
Se tiene que /102 —+/100 = %100 2.2=01.

Con esto se puede aproximar /102 =100 +0,1.

Diferencial de una funcién
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Si en y = f(x), dy se utiliza para aproximar Ayentonces el error absoluto de la
aproximacion viene dado por Ay-dy, si es positivo la aproximacion se dice por defecto y si

es negativa la aproximacion es por exceso.

Observacion: Al ser dx relativamente pequefio, el error de aproximacion lo es también, si se compara

el resultado arrojado por una calculadora este es aproximadamente de 0,0005.

% Respecto a la aproximacién anterior, representa en un mismo gréfico con el software
GeoGebra:
a) dy

b) El error de aproximacion.

PROBLEMA RESUELTO

Una esfera de metal, de 10 [cm] de radio, se va a recubrir con una capa de plata de 0,02
[cm] de espesor. Estima, utilizando el concepto de diferencial, cuanto variara el volumen de

dicha esfera.

Solucién:

> g 4
Como sabemos, la expresion de la ecuacion del volumen de una esferaes V (r) = gﬂ.r?’

iV(r) = i(ﬂ 7z.r3j =

dr dr\ 3
d—v=47rr2 =
dr
dV =4z.rdr

Si el radio es 10[cm] y la variacion del radio es 0,02 [cm], entonces:

dV =47.10%.0,02 = dV =87 ~ 2513[cm?]

Diferencial de una funcién
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ACTIVIDADES

1) Sea la funcion f(x) = In(2x) ;en x= % :

a) Si AX=0,1 calcula la variacién exacta de la funcion (Ay ) y la variacién aproximada

(dy).

b) Responde las mismas consignas del item anterior, pero para AX= 0,8. Extrae

conclusiones.

2) La corriente de una onda senoidal tiene un valor maximo de 58 [mA] y una frecuencia

expresada en 90[rad/s]. Su ley viene dada por i(t) = 58sen(90t). Estima, a través del uso

de diferenciales, cuanto varia la corriente i(t) cuando pasan 0,01 [s] del tiempo t; = 9—7;[3]

3) Cuando se calienta un cubo de metal cada arista aumenta a razén de un 0,1% por grado
de aumento en la temperatura. ¢ Cuanto aumenta su area cuando el cubo tiene 4[cm] de
arista, al aumenar un grado la temperatura? Y el volumen, ¢cuanto aumenta? Utiliza

diferenciales.

4) La resistencia eléctrica R de un conductor (cable) Muchas veces es importante
es directamente proporcional a su longitud e determinar la magnitud de la
) ) variacion de una funcion. Se
inversamente proporcional al cuadrado de su define error relativo como:
diametro. Suponiendo que la longitud es constante, Ay _dy
¢con qué error relativo debe medirse el diametro y y

para que el modulo del error relativo de la

resistencia sea menor a 0,03?

5) El tiempo de una oscilacion de un péndulo viene dado por

t=rx[|—

g

Donde t se mide en segundos, g= 9,81[m/s’] y | es la longitud del péndulo medida en

metros.

Diferencial de una funcién
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Si un péndulo de 0,994[m] oscila una vez por segundo, halla el cambio aproximado de t

si el péndulo se alarga 3[mm].Utiliza diferenciales.

6) Completa para que las oraciones resulten correctas:

a)y = 2sen(a) + CoS(X) = dY= ..ovoerererereee e, .dx

b)y = 2sen(a) + CoS(X2) =>AY= .ovvvvevies e da

c) h= S ONT

w

w

X ||
|

(RN

d) U=2+INEBX)=> AU | (g T oo
A,=05

dz
L N = = e
e) z=e n():>dt

7) La Ley de Boyle para la expansion de un gas encerrado es PV = C, donde P es la presion
expresada como el numero de libras por unidad de area, V es el volumen del gasy C es

una constante. Demuestra que si la ley de Boyle se cumple entonces
VdP + PdV =0

8) Calcula el trabajo realizado por el campo eléctrico para mover una particula cuya carga
eléctrica es de 10 [UC] entre dos puntos A y B, sabiendo que el potencial eléctrico en el
punto A tiene 8 [V] y en el B es igual a 4 [V]. Recuerda que W = gV.

9) La velocidad adquirida por un objeto que cae libremente una distancia de 100 [m] a partir
del reposo, esta dada por v=4/64,4h[m/s]. Calcula la variacién que sufrira v debido a un

error por exceso de 0.5 [m] al medir la altura, cuando estd es de 50 [m] (Utiliza
diferenciales).

Diferencial de una funcién
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INTEGRAL INDEFINIDA

SITUACION

Al entrar en una curva a 30 [m/S], un conductor reduce su velocidad con una aceleracion

de 4[m/sz] ¢, Cual sera su velocidad 3 segundos después de empezar a frenar? La funcion

velocidad desde que entra a la curva hasta que cambia su aceleracion viene dada
V)=, Luego V(3)=.....oeeeeen... [m/s]

Observa que V'(t) = a(t) . ¢Como modificarias el enunciado para que haya otra expresion
para v(t) pero donde a(t) siga siendo igual?

% Completa:

1- | f)= =f(x)=2

2- | g(m) = 4m° =g'(m) =

3- | r@= —=r'(a) = 5a"

4- | m(d) = d_23 =m'(d) =

5- | a(x)=e"+x —a'(x) =

6- | f(h) = = f'(h) = sen(h) + cos(h)
7- | w(@)= >w(@)=2"

8 | qu=33u? =qW=

9o |w() = =W (2) = me’

10- | p(n) = =p(n)=5In’

Integral indefinida
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¢Son Unicas las respuestas dadas en la tabla? ¢ En cuales siy en cuales no? ¢Por qué? ¢A

qué conclusioén puedes arribar?

Y Primitiva de una funcioén

Dada una funcion f(x), diremos que otra funcién F(x) es una primitiva de f(x) si y
so6lo si se cumple que la derivada de F(x) es f(x).
En Simbolos: F(x) es una primitiva de f(x) < F (x) = f(x).

Todas las primitivas de una funcidn se diferencian en una constante.

Calculemos los diferenciales de las siguientes funciones, previa obtencién de sus derivadas:

d(-5x*+3) _ N
d( 5X + 3/5) ~10x = d( 5X + 3/5) =—-10xdx > Funciones Expresion
dx Primitivas Diferencial
= 5’; —V2) _ ~10x = d (-5x2 —/2) = —10xdx
X

Podemos observar que la expresion diferencial -10xdx se puede obtener a partir de infinitas
primitivas que solo difieren en una constante.
La expresién -5x*+c se llama integral indefinida de -10xdx y lo designamos de la siguiente

manera:

I—ledx:—5x2+c .ce R

INTERPRETACION GEOMETRICA A [P

La integral indefinida representa una familia de

funciones.

El significado geométrico es un conjunto de infinitas

curvas y cada una de ellas se obtiene por un

desplazamiento vertical de las otras.

Integral indefinida
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¥ La Integral indefinida de una expresion diferencial dada es la funcion cuya

diferencial es la expresion dada.

En Simbolos: Sea F(x) una funcién tal que su derivada es f(x)

J.f(x)dx: F(x)+c < d[F(x)+c]= f(x)dx

Observacion:

Ademéas podemos decir que la integral indefinida de f(x).dx es el conjunto de las infinitas

primitivas F(x) +c.
De la definicién se deduce que:

“La diferenciacién y la integracion son operaciones inversas”

) d j f (x)dx = f (x)dx

1) IdF(x)=F(x)+c

REFLEXIONA: ¢ en qué casos es necesaria la notaciéon de integral indefinida para determinar

las primitivas de una funcién y no basta con sé6lo enunciar “determine las primitivas de...”
EJEMPLO
d_[—ledx =d(-5%* +¢) = —10xdx Id (-5x* +3) = J'—10xdx =-5x*+¢

v« PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

La integral indefinida es un operador lineal, lo que se traduce en las dos

propiedades siguientes:

a) I[f(x)ig(x)]dx:jf(x)dxijg(x)dx

b) j kf (x)dx =k j f (x)dx, siendo k constante

Integral indefinida
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EJEMPLOS

a) j[xz +sen(x) dx = Ixzdx +jsen(x)dx = E X3 + cl} +[—cos(x) +¢,]= %x3 —cos(X) +¢

b) J%dx:8j%dx:8jx3dx :8[—%x2j+c = —%+c

PROBLEMA RESUELTO

Una barra de longitud L tiene una

. , = st e i e X o
densidad que se modela a través de l».g?g;{:;"&‘?":’?t ?. "3-4’;*‘?3'?21‘;
p(X):9+2\/; , siendo x la medida 1

i 1
x

desde su extremo izquierdo.
Hallar la expresién que determina la masa en funcion de x, sabiendo que la densidad de la
barra es la variacién instantdnea de la masa con respecto a la longitud y que cuando x=9

[m] su masa es igual a 40 [kq].

Solucion:
Por ser la densidad la variacién instantanea de la masa con respecto al tiempo, significa
que:

d_m: (x):9+2\/§:>
dx

dm:(9+2\/§)dx:>j dm:j (9+2\/§)dx

m= J'9dx+jz.x1’2dx
m=9x + Cl+%x3’2 +C, siC=C,+C,
m(x) =9x+%\/x_3+C
pero se sabe que cuando cuando x=9 [m] su masa es igual a 40 [kg], por lo tanto:
m(9) =40
40:99*%*/9_3“3 = C =-77[kg]

Luego la expresion, que determina para cada distancia x la masa de la barra, es:

m(x) :9x+ng_3 _77

Integral indefinida
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ACTIVIDADES

1) Resuelve las siguientes integrales trabajando con la tabla de formulas, cuando sea

necesario:
a) J'(4x3 —3x* +2)dx = d) I4sen(t)dt =
b) j(xS —2)?3x%dx = e) I(Sew+w—a)dw:

1 1 N,
c) J(erFde = f) I(cos(m) +;de =

2) Justifica si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.

a) La integral indefinida I—Sxedx es igual a la funcion —§x7

b) La familia de funciones, con dominio en reales, f(x)=2x% + C se puede expresar

como la integral j6x2dx

1
¢) Una primitiva de la funcion f(x) = —— es 24X

I

d) La Unica funcion que cumple que dy =

dt es y= In(t)+%

t2

3) Demuestra que la ecuacion del desplazamiento de un movimiento rectilineo
uniformemente acelerado es:
X(t) = Y2.at® +vot +Xo
donde a es la aceleracién contante, v, es la velocidad inicial y xq es el desplazamiento

inicial.

4) Un bidén de agua destilada de cinco litros tiene un orificio en el fondo. La variacion

instantdnea de su volumen en funcibn del tiempo estd dada por la

ley: (0,002t —5) [cm’*/min]. Encuentra la cantidad de agua que queda en el bidén

transcurridas diez horas.

5) El conductor de un auto que estaba transitando a 120 [km / h] vio un accidente a 200 [m]

de él y aplic6 al maximo sus frenos y logré detenerse justo antes de impactar. Determina

la desaceleracion constante que realizo.

Integral indefinida
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6) Un tanque de base circular con radio 0,5[m]| y de altura 2[m] se encuentra

completamente lleno de agua. Si en la parte inferior se abre una abertura circular de 2

[cm] de radio para que el agua salga, se cumplira que: idh=—0, 007081847[S]dt,

7

donde h es la altura del agua en [m] .Responde, ¢.en cuanto tiempo se vaciara el tanque?

7) La temperatura de una taza de café acabada de servir es de 200[°F]. Un minuto después
se ha enfriado a 190[°F] en un cuarto que estd a 70[°F]. Segun la ley de enfriamiento de
Newton, la variacion de la temperatura T en funciébn del tiempo viene dada por:

t
dar_ 130.In (EJ(EJ . Determina el tiempo que debe pasar para que el café se encuentre
dt 13 /113

a una temperatura de 150[°F].
8) V [m? expresa el volumen de agua de un tanque en cada instante t[h]. Al llenarse, la tasa
de variacion instantanea de V con respecto a t viene dada por la férmula ,,.(th 46t +4) .

Determina el volumen de agua en el tanque luego de las tres horas de iniciado el llenado,

sabiendo que inicialmente el tanque contenia 1.000 litros.
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METODO DE INTEGRACION POR SUSTITUCION

Si necesitamos determinar jsen (2x—1)dx, no encontramos una regla de integracion que

nos permita calcularla inmediatamente por tratarse de la integral de una funcibn compuesta.

Pero si logramos sustituir la expresion: 2x—1 por otra variable “z’, y calculamos sus

respectivos diferenciales, de modo que en el integrando sélo intervenga la nueva variable, la

habriamos transformado en una funcién simple y estariamos en condiciones de aplicar la

regla de integracién correspondiente. Sea

z=2x-1
Diferenciando ambos miembros:
d(z)=d(2x-1)
1.dz=2dx

l.dz= dx
2
La integral planteada la resolvemos asi:
Isen (2x-1)dx = Isen z.ldz: 1J.sen zdz= 1(—cosz)+c
2 2 2

Después de integrar, debemos expresar el conjunto de primitivas, en funcién de la variable
dada:

Isen (2x-=1)dx = —%cos(Zx—1)+c

% En general: Dada la I f (x)dx, debemos hallar una expresion Ig (z)dz que sea

equivalente a la primera y que se pueda calcular aplicando alguna regla conocida.

Para ello debemos obtener el dz en funcion de la sustitucion planteada.

Integral indefinida
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EJEMPLO

Hallar: IL
) 3+ 2x)?

Haciendo u =3+ 2x y du=2dx = Ydu=dx

j dx du 1 , 1u™ 1 1
Vo =% |5 =z|ludu=-—+C=—"4Cc =-———F—+C
(3+2x) u 2 2 -1 2u 2(3+2x)

ACTIVIDADES

1) Calcula las siguientes integrales aplicando el método de sustitucion:

a) J.3«/—2+5xdx ﬂj(4x+1)6dx
b) [e”*dx 9) jﬂ
2—-X
c) .[(sen v-cosv)dv h) I(Zn—3n2)3(1—3n)dn
X : x-1
d)'[\/xz__ldx osz_Zde
e)j 3zdz j)J- xdx

45-2x

(1+222)4

2) Dada la funcién f(w) = 6we™ :
a) Determina la funcién primitiva que pasa por el punto (0, 6).
b) Verifica lo hallado en a).

3) Determina la expresion Q(t) de la carga eléctrica que atraviesa la seccién de un

conductor, sabiendo que la corriente viene dada por:

I(t) =67 MA]. Sen (30 [rad /s]t)
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4) Un barril de 50 galones se llena por completo con agua pura. A continuacién se
bombea hacia el barril agua salada con una concentracion de 0.3 libras /galon y la
mezcla resultante sale a la misma tasa. La variacion de la cantidad de sal en el barril
en el tiempo t se determina mediante

dQ

il 0,6e 0% donde t se mide en minutos

Responde, ¢.cuénta sal hay en el barril después de 5 minutos?

5) A un tanque que contiene originalmente 200 litros de solucién salina con una
concentracion de 63 [g/L], se introducen simultdneamente dos corrientes salinas una
con un caudal de 20 [L/min] y otra con un caudal de 10 [L/min]. La primera tiene una
concentracion de 50 [g/L] y la segunda 5 [g/L] de sal. Al mismo tiempo por la parte
inferior del tanque se extraen 20 [L/min] de solucidn. Si el tanque esta perfectamente
agitado, determina la concentracion de sal en la solucién cuando la misma llegue a
3000 [L].

6) A un tanque que contiene 2000 litros de leche, se le agrega mas cantidad a razén de
100 [L/min] y se le quita al mismo ritmo. La temperatura inicial de la leche en el tanque

es de 15 [°C]. Si un serpentin adiciona 200 [Kcal/min] determina la temperatura del

tanque a los 5 minutos. Recuerda: Cjleche=1[Kcal/lkg°Cly p =11[kg/mq]

Recuerda: No todas las funciones se podran integrar mediante este método, existen muchos
otros que no desarrollaremos en este curso, en esos casos puedes utilizar la tabla de

integrales que se encuentra al final o algun software, por ejemplo, Microsoft Mathematics.

Integral indefinida
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INTEGRAL DEFINIDA

SITUACION:

Proceso isotérmico de un gas.

Se denomina proceso isotérmico o proceso isotermo al cambio reversible en un sistema
termodindmico, siendo dicho cambio a temperatura constante en todo el sistema. La
compresion o expansion de un gas ideal puede llevarse a cabo colocando el gas en contacto
térmico con otro sistema de capacidad calorifica muy grande y a la misma temperatura que
el gas; este otro sistema se conoce como foco calérico. De esta manera, el calor se

transfiere muy lentamente, permitiendo que el gas se expanda realizando trabajo.

Las isotermas de un gas ideal en un diagrama P-V, ”
llamado diagrama de Clapeyron, vienen dadas por la
ecuacion es PV = constante (figura 1).

¢, Cudl es el trabajo realizado por un gas cuando su
volumen varia desde V4 hasta Vg?

En este sistema el trabajo realizado entre el estado

inicial y el estado final viene dado por el area bajo la

curva, por lo tanto, el problema se reduce a poder

determinar el area sombreada. Para ello analicemos ol

Figura 1

un caso mas simple:

. L 1 . .
Calculemos el area determinada por la funcion y =— en [1; 3] y el eje de abscisas:
X
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05

T T T T T
o 0.5 1 1.5 2 25 3

L
Una posibilidad para aproximar su valor seria particionando el intervalo [1;3] en
subintervalos mas pequefios (en este caso 4), que no se solapan, y considerar que cada

uno de estos intervalos (Ax) es la base de un rectangulo.

Tomemos como altura de los mismos al méximo de la funcion en cada intervalo i y

llamémoslo M:;:
1.5
0.5 4
-+ T T T T T T L
o 05 1 15 2 25 3
4
A=Z|\/|iAx=1 LR T
i1 21 15 2 25

La aproximacion obtenida es por exceso y la misma se podria mejorar si el intervalo se

dividiera en una mayor cantidad de subintervalos mas pequefos.

Integral Definida
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0.5

0 08 1 128

8
A:ZMiAx:1 t,r, 1,1t =119u?
- 4\1 125 15 175 2 225 25 275

Otra forma de aproximar el area buscada puede ser analoga a la anterior tomando como

altura de los rectangulos al minimo valor de la funciébn en cada subintervalo i, que

[lamaremos m;:

T

1.5

0.5 1 \_'-""--________

L4

F

4
A:ZmiAx:E i+£+i+1 :E(E);O.%uz
. 2\15 2 25 3) 2l10

La aproximacion obtenida es por defecto y la misma se podria mejorar si el intervalo se

dividiera en una mayor cantidad de subintervalos mas pequefios.
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1.5

0.5 1
_|_'_‘-—-_
+ T .
o 05 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5 2.75 3
L
8
A:ZMiAX:1 i+i+i+l+i+i+i+1 ~1,02u’
i 41125 15 175 2 225 25 2,5 3

De todas formas ya se puede concluir que el area buscada se encuentra entre 1,02 u?y
1,19u°

En general: Sea una funcién continua en[a;b]y positiva en el intervalo (a;b), la gréfica de la
funcién y = f(X) y las rectas de ecuaciones x = a, X = b, y = 0 definen una regién cuyo area se
trata de calcular. Para ello, en primer lugar se divide el intervalo[a;b] en una serie de
subintervalos y se trazan los rectangulos que tienen como base la longitud del subtintervalo
AX; y como altura, la minima m; alcanzada por la funcién en ese subtintervalo. Légicamente

si se suman las area de todos los rectangulos dara un area menor que la descrita por la
funcion. Pero si aumentamos el ndmero de subintervalos el valor de su area se va

aproximando a la buscada.
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¥ A | T =@

n
Area inferior =) m.Ax,
i=1

Cuando el numero de subintervalos n tiende a infinito tendremos:
. n
Area =1im> mAx,
n—o0o o1
También se puede aproximar el area por exceso, utilizando como aproximacion el area de
los rectangulos gque tienen como base la longitud del subintervalo AX; y como altura, el

maximo M; alcanzado por la funcién en cada subintervalo.

? =)

Area superior =) M,AX,

i=1
Cuando el nUmero de subintervalos n tiende a infinito tendremos:

n

Area =1im > M,Ax,
n—o i—1
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Si estos limites existen y son finitos e iguales, se dice que la funcion f(x) es integrable en

[a;b] y al limite se lo llama, por definicién Integral Definida de la funcién f(x) en el intervalo

[a;b]; se escribe:

[[ e

y representa el &rea de la regién limitada por la curva y = f(x), el eje de abscisas y las rectas
X=ayx=Dh.

. i n i n b

Area =lim > M,Ax = Lm;miAxi = L f(x)dx

n—oo 4
i=1

¥ El simbolo I es una antigua variante de la letra “S” y hace referencia la suma.

% El simbolo dx es la variacion AX y representa la base de cada rectangulo.
¥ El producto f(x) dx representa el area de cada rectangulo.

¥ Los numeros a y b se llaman “limites o extremos de integracion”.

Veamos a qué es igual Joxf(x)dx , es decir el area determinada por una funcién f(x)

continua Yy positiva en un intervalo [O; X] y el eje de las abscisas:

Denotemos a dicha area como A(x), luego
A(x+h)—A(X)~ f(x)-h  para hpequefio

A(x+h)—A(x) ~ ()

h v =1(x)

A(x+h)—A(x)
h

Lim = f(x) siellimite existe
—0

-

A'(x)= f(x)= A(xX) es una primitiva de f (x) por lo

w W

X x+h

tanto:

Jot fdx = F(x)

Si se quiere hallar el &rea en un intervalo [a;b]
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v =1(x)

o

Lb f(x)dx= job - [ f(x)dx-=F(b)c-(F(@)+0)=F(b)-F(@)

Lo anterior es la idea intuitiva del Teorema Fundamental del Calculo Integral que dice:
i‘f Si f(x) es una funcién continua en[a;b]. Si F(x) es una primitiva de f(x) en
b
[a;b] entonces se verifica: j f (X)dx = F(b)-F(a)
a

Retomando la situacion original:

Podemos definir el trabajo realizado por el gas de la siguiente forma:

Rt
\

%I) Calcula Ii x3dx =

1) Determina el &rea de la regién cerrada limitada por y = x3, x = 2, x = -2. Representa

Vg Vg Vg v
W = [PdV =[==dV = [nRtv dV = nRi(Inv|" ): nRt(InV; —InV, )=nRt- In(—B]
V, V,u Vyu

A

graficamente.
I1l) Comparando los resultados obtenidos en los items anteriores responde:¢ una integral

definida siempre representa el valor de un area?

¥ La integral definida verifica las siguientes propiedades:

a) Sif(x) >0 en [asb], j:f(x)dx>o.
b) Sif(x) <0 en [a;b], Lbf(x)dx<0.
o) [ fdx=- " f(x)ax

d) i ce[ab], [ foqdx=[ e+ Fxjax

Integral Definida
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b b b .
e) L [cf(x)+kg(x)] dXZCL f(x)dx+kJ‘a g(x)dx, siendo c y k constantes.

Estas propiedades son muy importantes para el célculo de integrales definidas. Por ejemplo,
la propiedad €) nos dice que la integral definida también es un operador lineal, y podremos
efectuar la descomposicion en forma andloga a lo aplicado en la integral indefinida. En

todos los casos nos sera de utilidad para calcular areas de recintos limitados por curvas.

PROBLEMA RESUELTO
Se quiere calcular el &rea de la region sombreada,
determinada por las curvas que se muestran en la \

r=J

imagen de la derecha.

S
Solucion: . _——
_ i ) A2
Para poder determinar el area sombreada hara pexm Jxri=1
falta plantear dos integrales, ya que en una parte / I
f(x) es mayor a g(x) y en otra lo contrario. .. .

Hallemos la abscisa del punto de interseccién de

ambas funciones:

f(x) =9(x)
—-X+4=4x+1-1
2
(—x+5)2=( x+1)

x*-10x+25=|x+1 pero como sabemos que 0 < x+1
por el dominio de la funcién g(x)

x?-10Xx+25=x+1

X*—11x+24=0-> X, =8X,=3

Pero como x; es una raiz extrafia de la ecuacién planteada, x,=3 es el valor buscado.

Entonces:

A=A+ A =[xt a-(VorL-1) ox+ [ [VXF1-1-(-x+4) =
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:jj[—x+5]dx—j§ﬁdx+j}/ﬁdx+E[X—S]dx=
S S SN e
(S22 2

Luego el area sombreada es 8,3 [uz]

ACTIVIDADES

1) Calcula el area de la regién delimitada por f(a) y el eje de abscisas, siendo

a+4 sia<-2
fla)=|a*-2sia>-2

2) Calcula el area de la region cerrada limitada por y =\/;, Su recta tangente en el punto

(4;2) y el eje de abscisas.

3) Halla el valor del parametro a sabiendo que: IA(—XZ +4x)dx = 3—32 Verifica lo obtenido.

4) Representa graficamente y calcula el &rea encerrada por las siguientes curvas(en todos
los casos obtiene los datos analiticamente):

f(x) =cosx+1

h(x) =x u(x)=0
: b) y=0 €)1 g(X)=—x+7
D o =x x=n
h(x) =5x+1
X=2r
y=2"
1\* f (t) =—sen(2t) X2
d) y:(ij y el eje x e g(t)=1 nyY= 2
X=-2 en[0,27] y =X
X=2
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5) Considerando R — R/f(x) = 3xV2 + x?, escribe la expresion analitica y describe el
lugar geométrico de:

a) jf(x) dx

b) una primitiva de f

o [ f(xax

6) Encuentra el valor dejlz[f(x)+29(x)]dxsabiendo que se verifica lo siguiente:

jlzzf(x)dx:s y fg(x)dx:?

7) La siguiente imagen muestra los restos de f{x) = = 3x.(x.0,5)

un acueducto romano (Arles).Si
aproximadamente en ese tramo el mismo
tenia 10 metros de extension y las 08m

dimensiones  aproximadas del corte

transversal son las mostradas en el gréfico

http: ‘tm@n.znetblzspotco
: 05m

de la derecha. Calcula la capacidad en dicho  mv2i30Leaez-omanes

en-arkezaiehtes html
27/07/13)

tramo.

8) Estima el volumen de aire del invernadero cuya frontal es una
curva de ecuacion:

ng
4 8m

9) Un horno ecoldgico se compone de una parte inferior con forma de prisma cuya base es
cuadrada y una parte superior, que es apoyada sobre este prisma, con forma paraboidal.
Teniendo en cuenta que la altura total del horno (teniendo en cuenta la parte superior y la
inferior) es de 10 metros y que el corte frontal de la parte superior viene dado por la

formula y = —2x(x —3), halla el volumen de este horno.
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10) La entrada de la mina que se muestra en la imagen de la

derecha, se puede modelizar a través de la funcion:
= —2x(x—1) para 0[m]<x<1[m]

Si su interior es de 500 metros de largo, responde: ¢ cuanto

tiempo podra estar sin que se le acabe el aire, una persona

gque queda atrapada luego de derrumbarse la entrada?

Nota: se calcula que en promedio una persona consume 6 [—}
min

El trabajo realizado por una fuerza f = F(x) al mover una particula desde a hasta b, alo

largo del eje x, viene dado por

W= Lb F(x)dx

11) Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas. Si una fuerza de 20 libras estira el
resorte 1/2 pulgada, determina el trabajo realizado al estirar el resorte de 8 pulgadas a 11

pulgadas.
12) Calcula el trabajo realizado por 3 moles de oxigeno a 310[°K] si el mismo se comprime
de 5 [atm] hasta 2 [atm].

13) Una fuerza de 25 [kg] kg alarga un resorte 3[Cm] . Determina el trabajo requerido para

alargar el resorte 2 [cm]| maés.

Supongamos que una funcién f(x) es no negativa y continua en [a;b]. Si giramos la regién
delimitada por f(x), el eje x y las rectas x=a y x=b, alrededor del eje x obtenemos un sélido

de revolucion. El volumen de este sélido puede calcularse a través de la siguiente integral:

Y, =j:7z[f(x)]2 dx

14) Halla el volumen del sélido generado al hacer girar el triangulo equilatero de vértices

(0;0), (a;0)y (% a;%\@aj alrededor del eje x.
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15) Hala el volumen del sélido obtenido al hacer girar la regién comprendida entre y=x*y

y=2x alrededor del eje x.

La presién de un liquido sobre una superficie vertical sumergida, limitada por una funciéon

f(x), el eje de las abscisas y las dos rectas x=a y x=b, viene dada por la formula:

Presion del liquido =W [ xf (x)dx

Superficie libre del liquido

4

f(x)

uperficie libre del liquido

,_\
b

b "

dx X

16) Una canieria circular de 2 [m] de diametro est4d medio lleno
de agua. Hallar la presion sobre la compuerta que cierra la
cafieria, sabiendo que el gramo es el peso de 1 [cm?] de

agua.

17)Un tanque cilindrico, horizontal, de 3 [m] de diametro, esta medio lleno de petréleo
cuyo peso es de 800 [kg] por m®. Calcular la presion

sobre un extremo. Superdiciz libre del liquida

2 metros

2 metros

18) Hallar la presién ejercida sobre el triangulo de la figura, %

siendo el peso especifico del liquido 800 kilopondios por

5 metros

metro cubico.
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19)El flujo sanguineo, es decir, el volumen de sangre que pasa por una seccion

transversal de una vena por unidad de tiempo viene dado por IOR 27zr4—PI(R2 - rr)dr ,
n

donde R es el radio de la vena, | la longitud de la vena, r la distancia al eje central de la

vena, P es la diferencia de presion en los extremos de la vena y 7 es la viscosidad de a

sangre. Se sabe que en una arteria humana normal, la viscosidad de la sangre es
0,027, el radio de la arteria es 0,008[cm] y la longitud a observar es 2 [cm] con una
diferencia de presion entre los extremos de 4000[dinas/cm?]. Calcula el flujo de sangre
en esta arteria.
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ESTADISTICA

En dias de elecciones se realizan relevamientos para pronosticar sus resultados; en
supermercados se consulta a los consumidores para obtener informacion sobre preferencia
en los productos; economistas observan variables en un periodo de tiempo para poder
predecir lo que sucederd en el futuro; en procesos de produccion se analizan datos
convenientemente recogidos y analizados para realizar ajustes.

En todas estas situaciones se utilizan conceptos estadisticos, los cuales desempefian un
importante papel para alcanzar la meta de cada una de estas situaciones practicas. A lo
largo de este capitulo se presentan conceptos basicos de esta ciencia.

SITUACION

Investigadores analizaron parametros fisicos, quimicos y biolégicos en las aguas de la costa
atlantica argentina de cierta region durante los meses del verano pasado. Los objetivos de
dicha investigacion son: 1) Establecer los criterios sanitarios que deben cumplir las aguas de
bafo, para garantizar su calidad, con el fin de proteger la salud humana de los efectos
adversos derivados de cualquier tipo de contaminacion; 2) La conservacion, proteccion y
mejora de la calidad del medio ambiente en complemento al texto refundido de la Ley de
Aguas y 3) Fijar las disposiciones minimas para el control, la clasificacion, las medidas de
gestion y el suministro de informacién al publico sobre la calidad de las aguas de bafio. Para
analizar si se cumplen los criterios establecidos para las aguas, se estudian las siguientes
caracteristicas: metal predominante que aparece (), nivel de ph, cantidad de tipos de

alobacterias predominantes y la temperatura del agua.

La estadistica se ocupa de la recopilacién, organizacion, presentacion, analisis e
interpretacion de datos con el fin de extraer conclusiones o de hacer predicciones
respecto de ciertos fendmenos en escenarios de incertidumbre. Puede ser
descriptiva o inferencial. La estadistica descriptiva utiliza técnicas que sirven para
organizar y resumir conjuntos de datos.

En un analisis estadistico simple, lo que se persigue es extraer conclusiones acerca
del comportamiento de una cierta variable estadistica. Su definicién debe contener

la caracteristica que se desea estudiar en un tiempo y espacio determinado.

Estadistica
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EJEMPLOS:

Respecto a la situacion inicial,

“V1”: Nombre del metal predominante en las muestras de agua tomadas del mar de
la costa atlantica argentina durante los meses del verano pasado.

“V,”: Nivel de PH del agua de las muestras tomadas del mar de la costa atlantica
argentina durante los meses del verano pasado.

N3 e
7P

¥ La unidad experimental es la portadora de la medida de la variable. Por ejemplo,
cada extraccion de agua observada se denomina unidad experimental.

¥¢ Al conjunto de todos los datos posibles (repetidos o0 no) de la variable bajo estudio se
lo denomina poblacién estadistica, lo que significa que por cada variable definida
habra una poblacion estadistica asociada.

Pvi: Nombres de los metales predominantes en cada una de todas las muestras
posibles de las aguas de las playas de la costa atlantica argentina durante los meses
del verano pasado.

Pv2: Nivel de PH del agua en cada una de todas las muestras posibles de las aguas

de las playas de la costa atlantica argentina durante los meses del verano pasado.

Para obtener datos fehacientes sobre el agua analizada, tomaron 5 muestras por
cada playa. Este estudio se realiz6 en toda la costa atlantica, desde la bahia de San
Borombon hasta las playas patagonicas, con un total de 29 playas, por lo tanto
deberian analizarse 145 muestras.
¥ Una muestra es un subconjunto de la poblacién. Cuando la poblacion es muy
grande o no es posible relevar todos datos por diferentes causas, para un correcto

estudio se toma una muestra que sea representativa de ella.

En la situacion que se esta analizando, no seria representativo que se extraiga 5

muestras de agua de una sola playa. ¢ Por qué?

Estadistica
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PRESENTACION Y ORGANIZACION DE DATOS

Las variables bajo estudio se clasifican en cualitativas y cuantitativas. Las
primeras son aquellas que expresan una cualidad o atributo, por ejemplo V. Las
segundas, en cambio, son variables que se pueden expresar numeéricamente, por
ejemplo V3. V, en cambio se puede trabajar de ambas maneras dependiendo cémo
se mida el nivel de PH del agua (a partir de una escala cualitativa Alto, Neutro, Bajo
0 partir de una escala numérica del 0 al 14).

En el siguiente link:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1zvIJ5CIP-
iHZuQwsmRafALbRzZW4pPF8pKsQNbWYVLLig/edit#qid=1094397320

se encuentra la base de datos del estudio.

Los resultados asi presentados no brindan demasiada informacion.
Para organizarlos y poder extraer conclusiones se realizan tablas de distribucion
de frecuencias y graficos, dependiendo la naturaleza de los datos (cualitativos o

cuantitativos).

¥ La Frecuencia absoluta es el nUmero de veces que se repite un atributo o valor de
la variable. Muchas veces es importante ademas de saber la frecuencia absoluta de
dicho valor o categoria, saber el porcentaje con que éste ocurre (frecuencia
relativa porcentual), en particular si se estdn comparando dos muestras de

diferentes tamafos.

Nota: Cuando se presentan tablas de distribucién de frecuencias (o tablas en general) y graficos,
siempre se debe colocar el Titulo referido a la variable bajo estudio y la Fuente referido a la

procedencia de los datos.

% Los graficos basicos de distribucion de frecuencias para variables cualitativas son el

de sectores o barras, para variables cuantitativas (dependiendo la cantidad de

Estadistica
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datos repetidos) y si se la trabaja dato a dato el gréfico es de bastones y si se la

trabaja en intervalos el grafico es un histograma.
%Realiza tablas de distribucién de frecuencia y graficos adecuados, explorando
los comandos de un software estadistico. Posteriormente realiza un breve informe.
ALGUNAS MEDIDAS ESTADISTICAS
Dependiendo el tipo de variable que se esta estudiando (cualitativa o cuantitativa)
existen medidas estadisticas que aportan mayor informacion, a lo que se obtiene a

partir de la observacion de los graficos y tablas.

Medidas de tendencia central:

¥ La moda (Mo) es la categoria o valor de la variable que se presenta con mayor
frecuencia en el lote de datos.
La mediana (Me) es el dato que ocupa la posicidon central, cuando el lote esta
ordenado en forma creciente o decreciente.
La media aritmética es el cociente entre la suma de todos los valores de la variable

observados y la cantidad de observaciones. Si se trata de una muestra simbolizamos

media aritmética muestral ( X ) o si se trata de una poblacion simbolizamos media

aritmética poblacional (p).

Nota: En un lote pueden presentarse 1, 2 0 mas modas. La mediana solo puede calcularse
cuando los datos permiten un ordenamiento. La media aritmética s6lo puede calcularse

cuando la variable es cuantitativa.

% Con el software y la base de datos:
a) Calcula las medidas de tendencia central de la base de datos, si la naturaleza de la
variable lo permite.
b) Compara entre las medidas, analiza las diferencias que se presentan entre ellas y

escoge la que elegirias para que represente el lote de datos.
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Medidas de variabilidad para variables cuantitativas:

¥ El Recorrido (Re) es la diferencia entre el valor maximo y minimo del lote de datos.
La desviacion estandar mide la dispersion de los datos en relacién a la media

aritmética a partir de la formula: S = donde x; es cada valor del lote de

datos.

Si se trata de una poblacién simbolizamos o =

El coeficiente de variacion es una medida de dispersion que brinda informacion

sobre el porcentaje de variacion de los datos respecto a la media.

% Con el software y la base de datos:
a) Calcula las medidas de dispersion de la base de datos, si la naturaleza de la variable
lo permite.
b) Compara entre las medidas, analiza las diferencias que se presentan entre ellas y

escoge la que elegirias para que represente el lote de datos.

Regla de Bienaymé-Chebyshev

A través de esta regla se puede visualizar como la desviacién estandar es un

indicador de la distribucion de frecuencias de una variable.

% El porcentaje de datos que estan contenidos dentro de las distancias de k

desviaciones estandar alrededor de la media es de al menos (1_k_12j'100% keR".

Estadistica
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%Determina el porcentaje de playas de la muestra que tienen aguas con
temperaturas comprendidas entre dos desviaciones estandar alrededor de la media,
a) Contabilizando.
b) Utilizando la regla de Bienaymé-Chebyshev.
c¢) Compara los resultados obtenidos en a) y b).
d) ¢Qué puedes concluir acerca de la relacion entre la desviacion estandar y la

acumulacion de datos alrededor de la media aritmética?

Estadistica m
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TABLA DE FORMULAS

Razones y funciones trigonométricas I

Relacion pitagorica entre razones trigonomeétricas de un mismo angulo
sena + cos’a = 1

Valores exactos de las funciones trigonométricas de algunos angulos

X° 0 30 45 60 90 180 270
T T T T T
d 0 — — — — 3—
xra 6 4 3 2 i 2
sen(x) 0 i Q ﬁ 1 0 -1
2 2 2
cos(x) 1 ﬁ Q 1 0 -1 0
2 2 2

Funciones trigonométricas de la sumay resta de dos angulos

sen (a + f)=senacosp +cosasenp

cos (a + f)=cosacosf -senasenpf

t t
9(a+ )= —l?fé;ffﬂ

Funciones trigonométricas para el doble de un angulo
sen(2a) = 2sen(a)cos(a)

cos(2a) = 2cos*(a) — 1

tg(2a) = 2tg(;!
1-tg°x

Teorema del Seno

a b ¢
sena senf seny

Teorema del Coseno

a’=b*+c?-2-b-c-cosa

Tabla de formulas
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| Algunas reglas de derivacion I
y =f(x) dy/dx =y = f(x)
X" nx"
f(x) =kg(x) keR kg'(x)
f(x) = 9(x) £ h(x) g'x) £h'(x)
f(x) =g(x). h(x) g’'(x). h(x) + g(x). h (x)
) g'09.h0) = 900 (9
h(x) [h(x)] 2
f(x) =sen x COS X
f(x)=cos x - sen x
f(x) =tg X sec” x
f(x) = a" a’lna
1
f(x) =log 4 x na

| Algunas reglas de integracion I

Aclaracién: ¢ eRy es la constante de integracion.

jadx:ax+c, aeR jx"dx=:nﬂl+c;neQ/\n¢—1
+
af (x)dx = a| f(x)dx 1 .
I (x) J () j—dx:ln|x|+c,
X
JIF )= 900]dx= [ f(x)dx = [ g (x)dx [bax= b ¢ b>0Abx1
Inb
J'sen(x)dx =-cos(X)+cC jcos(x)dx =sen(x)+c
[tg(x)dx =—Injcos(x)| +¢ sen®(ax =% sen(2x) |, .
2 4
[In(x)dx=x-In(x) = x+c¢

Tabla de formulas m
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RESPUESTAS NUMERICAS DE ALGUNAS ACTIVIDADES PROPUESTAS

Optimizacién de una funcidn

2) a) Maximo 1,067; minimo - b) Maximo 332/27; minimo 12
9,13

3)a)Ent=1[h] a272 [km/h]  b) Desde 1[h]hasta las 2[h]

100 200
Maw [©0e o [200.
ya=. =Ty 3 L]

5) 3[m]x3[m]x1[m]

6) a. 1 afo.

7) a) Para una velocidad de 60[km/h] con un gasto de $120. b) $120.000

10) a) la concentracién es méaxima a los 1,41 [h]. b) La concentracion en sangre
crece de 0 a 1,41 [h].

11) La velocidad de la sangre es maxima para r =0,125[cm]

Derivacién de una funcién compuesta

2) 5401 [cm’/s] 3)a)A=17 k=0,03 b) dT/dt=0,5L.e %"

5) 0,24 [ppm/afios]
7) 6 = m/4 [rad] 8) 6 [cm] alos 0,115 [s]

9) 3,1416 [m*/min] 10)L=C

Derivacién en forma implicita

4) -1,44[cm® /s 5) 350[j/s]

6) " =~ —1,73[ft/s] 7) 6,875.10°[Q/s]

Respuestas numéricas m
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Diferencial de una funcidén

1)a) Ay=0,3365  dy=0,4 b) Ay=1,4351  dy=32

2) -52,2[mA] 3) dA = 0,048[cm?] dV = 0,048[cm’|
2 ‘d_D <0.015 5) dt= 0,0015]s]

D
8) -40[uj] 9)0,28 [m/s |

Integral Indefinida

4) 2.360[cm’] 5) 2,78 [m/s?]
6) 400[s] 7) 6,06 [min]

8) 180[m°]

Integral definida

1) A~6,32 [u’] 2) A=2,6[u’] 3)a=6

4) a)A=0,5[u?] b) A=z [u?] c) A=21,6 [u?]
d) A=8,66 [u’] e) A=2r [u?] f) A=0,6 [u?]
6) 16,5 7) 4625 [L] 8) 256 [m°]

9) 76,5 [m?] 10) Aprox. 463 [h] 11) 180 [J]

13) 0,667 [J]

16) 666,7 [Kg]

14) %az[u3]

17) 1800 [Kg]

64
15) — z [u®
)15 [u”]

Respuestas numéricas
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Respuestas numéricas



